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It is necessary to consider the friction composition rule that expresses the stress and the slip dis-

placement relation of the fault plane to evaluate the fault rupture that happens in the ground by

the numerical analysis. A hybrid-type penalty method can deal with the fracture on the intersection

boundary and yielding in the each element at the same time. We introduced the slip weakening

law into a hybrid-type penalty method as a friction rule. The proposed method was applied to, as

numerical example, an analysis of the shear rupture problem. This paper shows the characteristic

of hybrid-type penalty method that introduces slip weakening law.
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1. はじめに
断層破壊のシミュレーション技術の向上は，震源過程

の解明や地震発生の予測，ハザード評価を高度化する上

で，重要な課題である．そのため，こうした断層破壊の

動力学的シミュレーションに関する研究は，近年の解析

技術の向上も伴って，差分法（FDM） [1] [2]，有限要
素法（FEM） [3]，境界積分方程式法（BIEM） [4] [5]，
個別要素法（DEM） [6]など，様々な手法を用いて行わ
れている．

これらの手法を用いて断層破壊のシミュレーションを

行う場合，例えば，通常の FDMや FEMでは破壊を起
こす断層面を予め設定する必要があるといった問題があ

る．また，BIEMでは，進行性破壊のシミュレーション
が可能であるが，層構造を成すような不均質地盤を対象

とする場合には不利になる．一方，DEMでは上述のよ
うな破壊面を予め設定する必要がなく，また不均質地盤

にも対応可能であるが，要素毎に運動方程式を逐一解く

必要があるため，計算時間が膨大になるといった問題が

ある．このように，断層破壊のシミュレーションについ

ては，各手法に一長一短があり，実用化に至っていない

のが現状である．

このような背景に対し，本研究では，ハイブリッド型

ペナルティ法（HPM） [7] [8]を用いた断層破壊シミュ
レーションについての検討を試みる．ハイブリッド型ペ

ナルティ法とは，FEMによる要素境界面の物理量を取
り扱うハイブリッド型の変分原理に基づき，Lagrange

未定乗数にばねの考え方を導入し，ばね定数としてペ

ナルティを用いる方法である．この方法によると，従来

の FEMと同様なモデル化が可能であるため，複雑かつ
不均質な地盤を対象とすることができる．さらに，要素

境界で求められる表面力が破壊強度を超えた場合に，そ

の要素境界面のペナルティを切ることで，すべり破壊や

引張破壊などの進行型破壊が表現できるため，従来の

FEMで問題となった破壊面の設定が必要ないといった
特徴を有する．本研究において HPMに着目した理由は
こうした点にある．

断層破壊シミュレーションでは，一般に，断層面に作

用する応力と断層面上のすべりの関係としてすべり弱

化摩擦則 [9]を考慮しながら運動方程式を解くことによ
り，破壊がどのように広がり，地震波がどのように生成

されるのかを調べることになる．一方，現状の HPMに
は，上述のすべり弱化摩擦則や動的解析の機能が実装さ

れていないため，このままでは動的な断層破壊シミュ

レーションを行うことは困難である．そこで，本研究で

は HPMを断層破壊問題に適用する第一歩として，すべ
り弱化摩擦則の導入を試みる．

2. 数値解析手法の概要
(1) 基礎方程式

弾性問題における基礎方程式は次の式で表される.

Ltσ + f = 0 (1)



ここに，σ は応力ベクトル，f は物体力，Lは微分作用
素を表す．

式 (1)に幾何学的境界条件を満たす仮想変位 δuを乗
じて領域 Ωについて積分し，ガウスの発散定理を用いる
と，次式のような領域 Ωに関する仮想仕事の原理式を得
ることができる．

∫

Ω

[Lδu]tσdΩ−
∫

Ω

δutf̄dΩ−
∫

Γσ

δutT̄ dΓ = 0 (2)

ここに，領域 Ω は閉境界 Γ で囲まれた M 個の部分領

域 Ω(e) から構成される．このとき，式 (2) は各部分領
域の和として表わすことができる．この部分領域の境界

に Lagrangeの未定乗数法を用いて付帯条件を課すと以
下の式を得ることができる [8]．

M∑
e=1

( ∫

Ω(e)
[Lδu]tσdΩ−

∫

Ω(e)
δutfdΩ−

∫

Γt

δutT̄ dΓ
)

−
N∑

s=1

(
δ

∫

Γ<s>

λt(û(a) − û(b))dΓ
)

= 0

(3)

ただし，N は隣接する 2 つの要素境界辺の数，上付
き (a), (b) は境界を構成する部分領域に関する物理量
を表す．Lagrangeの未定乗数 λは，部分領域間の境界

Γ<ab> 上の表面力を意味している．式 (3)が HPMの基
本の式となる．

(2) 離散化方程式

HPMでは，部分領域 Ω(e) 内の任意点における剛体変

位，剛体回転 d(e) に加え，直接，ひずみ ε(e) やその勾配

を自由度として扱い，部分領域ごとに独立に設定する．

この変位場は自由度を要素頂点にも設定するような従来

の変位型 FEMの要素とは異なり，頂点において変位を
共有しない．すなわち，頂点は領域形状を認識するため

に用いるが，従来の変位型 FEMのように形状関数に支
配されない．このような変位場の関係を式 (3)に対して
代入することによって次の離散化方程式を得ることがで

きる [8]．

KUKUKU = PPP (4)

ただし，KKK および PPP は次式に示す通りである．

KKK =
M∑

e=1

KKK(e) +
N∑

s=1

KKK<s>，PPP =
M∑

e=1

PPP (e) (5)

ここに，KKK(e) は要素剛性マトリクス，KKK<s> は要素境界

における剛性マトリクス，UUU は変位ベクトル，PPP は荷重

項を表す．

3. すべり弱化摩擦則の導入
(1) 断層面における応力とすべりの関係

地盤内部の断層面などの不連続面における破壊伝播問

題に対して適切なシミュレーションを行うためには，断

層面における応力とすべり量の関係を表す構成則を考

慮する必要がある．現状の HPMには，せん断破壊の構
成則として Mohr-Coulomb の破壊則が組み込まれてい
る．一方，動的な断層破壊シミュレーションを行う際に，

静的摩擦から動的摩擦への遷移過程を表現するために，

図－ 1に示すすべり弱化摩擦則 [9]が広く用いられる．

図 – 1 すべり弱化摩擦則概念図

図中に示された τu，τf，τ0 は静摩擦応力，動摩擦応

力，初期せん断力，Dc は臨界すべり量，µs，µd 静摩擦

係数，動摩擦係数を表す．静摩擦応力と動摩擦応力は

τu = µs · τn と τf = µd · τn として表わされる．ここに

おける τn は断層面に作用する垂直応力である．

そこで，本研究では HPMに新たにすべり弱化摩擦則
の導入を試みる．

(2) 計算フローチャート

図 – 2 すべり弱化摩擦則の計算フローチャート

図－ 2 に，すべり弱化摩擦則を用いた計算フロー
チャートを示す．HPM では，Lagrange の未定乗数が
物理的には表面力を意味しており，境界面に対する垂直



方向とせん断方向の力として設定できる．図－ 1によれ
ば，断層面に作用するせん断応力 τ が，静摩擦応力 τuを

超えると破壊がはじまり，すべりが生じる．すべり量の

増加に伴いせん断応力は減少するが，臨界すべり量 Dc

に達すると，せん断応力の減少は止まり，Dc 以降では

動摩擦応力 τf を保つようになる．

図－ 2のフローチャートでは，静摩擦応力から動摩擦
応力への応力減少分，すなわち応力降下量 (τu − τf )を
力として断層面に作用させることにより変位計算を行う

ステップへ進む．

(3) 応力降下量の荷重値への変換

図 – 3 断層境界面

すべり弱化摩擦則によって求められた応力降下量は次

式によって断層面上に加える．

P = −
∫

Γ

BBB · dτ dΓ (6)

ここに，dτ は応力降下量，P は発生した応力降下量が

要素に作用する荷重値を示す．BBB は図－ 3 に示す断層
面 Γ<ab> と要素重心 (g1，g2)との関係を表す行列であ
り式 (7)で表わされる．

BBB = [RRR(a)
<ab>NNN (a)，RRR(b)

<ab>NNN (b)] (7)

NNN =
[
1 0 −Y (e) X(e) 0 Y (e)/2
0 1 X(e) 0 Y (e) X(e)/2

]
(8)

ここに，RRR<ab> は全体座標系から局所座標系への座標

変換行列，X(e)，Y (e) は境界面上の点と部分領域内での

任意点 (xp，yp) との差を示す．RRR<ab> には以下の式が

成り立つ．

RRR<ab> = −RRR
(a)
<ab> = RRR

(b)
<ab> (9)

4. 数値解析例
HPMに導入したすべり弱化モデル摩擦則の機能を確

認するために，単純な 2次元静的解析を行った．ここで
は，まず，HPMが既に備えているMohr-Coulomb則に
よるせん断すべりの解析を行い，その機能を確認した．

つぎに，すべり弱化摩擦則を用いたせん断すべり解析を

行った．ここで，すべり弱化摩擦則による破壊条件を先

の Mohr-Coulomb 則による条件と一致させた解析を行
い，両者の結果を比較することで，HPMに導入したす
べり弱化摩擦則の機能を検証した．

(1) Mohr-Coulomb則による解析

図－ 4に解析モデルと解析条件を，図－ 5に領域分割
図と亀裂位置を示す．解析モデルの媒質はせん断弾性係

数を G = 1.0 × 109Pa，ポアソン比 0.25 とし，亀裂面
では粘着力 C = 0Pa，内部摩擦角 φ = 9.4◦ とする．亀
裂面以外は破壊が起こらないように設定している．この

ようなモデルの境界に垂直応力 σn = 1.5 × 107Paとせ
ん断応力 τ = 1.0× 107Paを作用させ，亀裂面に発生す
るすべり変位を求めた．

ここでは，HPM 解析との比較を行うために，2 次元
個別要素法プログラム「UDEC」を用いて同じ条件の解
析を行った．

σn = 1.5× 107[Pa]

τ = 1.0× 107[Pa]

ττ

x

y

φ = 9.4◦
c = 0.0[Pa]

図 – 4 解析モデルと解析条件

図 – 5 領域分割図と亀裂位置 (中央太線)

図－ 6 に Mohr-Coulomb 則による HPM と UDEC
の変位分布の比較を示す．2 つの手法の変位分布をみ
るとほぼ良い一致を示している．以上により，Mohr-
Coulomb則の機能を確認した．

(2) すべり弱化摩擦則を用いた解析

図－ 4 に示す解析モデルのうち，亀裂面における破
壊条件をすべり弱化摩擦則に置き換えて解析を行った．

亀裂面におけるパラメータを表－ 1 に示す．なお，本
解析ではすべり弱化摩擦則による亀裂面での破壊状態が

Mohr-Coulomb 則のそれと一致するように，動摩擦係
数 µd = 0.165とした．



図 – 6 Mohr-Coulomb則による解析結果

表 – 1 すべり弱化パラメータ

µs µd Dc(m) 初期せん断力 τ0(Pa)
0.66 0.165 0.0001 0.0

解析結果として，図－ 7 に破壊条件にすべり弱
化摩擦則を導入した HPM と Mohr-Coulomb 則の
HPM(Mohr-Coulomb)の結果の比較図，図－ 8にせん
断応力コンター線図，図－ 9に変形図を示す．
図－ 7 を見ると，すべり弱化摩擦則による変位と

Mohr-Coulomb 則による変位の分布は一致した．図－
8 では，亀裂の先端に応力集中する様子が見られた．
図－ 9では，亀裂面で変位が不連続になり，すべりが発
生している様子が確認できる．以上より，本研究で導入

したすべり弱化摩擦則の妥当性を示すことができた．

5. まとめ
ここでは，HPMを用いた動的断層破壊シミュレーショ

ンの実用化に向けた取り組みの第一歩として，HPMに
組み込むすべり弱化摩擦則の定式化を試みた．この定式

化によると，すべり弱化摩擦則に従う応力降下量は断層

面に作用する荷重として表現される．この定式化の妥当

性を確認するために，単純なせん断破壊を対象とした

2次元解析を実施した．その結果，すべり弱化摩擦則に
従った解析結果が得られることを確認した．

ただし，現在の HPMには動的解析機能は実装されて
いない．したがって，断層面上における静的摩擦から動

的摩擦への遷移過程や進行性破壊現象，さらには破壊に

伴う地震波の発生過程などまで追跡するためには，動的

解析機能の導入が今後の課題となる．
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