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構造物の振動を解析(動的解析)する場合，通常，構造物は，質量が離散した多自由度

系にモデル化される。これらの質点は，相互に力を及ぼしあって複雑な振動をする。荷

重と変位が比例する場合を線形振動，そうでない場合を非線形振動という。 

耐震設計において，それに直接たずさわる人が“3 次元非線形動的解析プログラム”

を用いることは，すでに一般的になっている。このような実務にたずさわる人の多くが

悩んでいることは 

①幾つかの本を読んで，1 自由度系の線形振動を理解できても，多自由度系のモード解

析に対して具体的な概念を把握できないために，「結局，自分は振動を理解していな

い」と感じている。そして，動的解析で最初に行われる，多自由度系の振動特性を調

べるための固有値解析の結果を適正に評価することができない。また，非線形動的解

析の場合，減衰力の取り扱い方によって解析結果に大きな差が出る場合があるが，そ

の理由がわからない， 

②そのようなプログラムでは多くの技術用語が用いられている。しかし，それらを整理

して解説した本がないために，その意味がよくわからない， 

③振動学を理解できないのは，自分の数学力の不足が最大の原因であることはわかって

いる。しかし，振動学向きにコンパクトにまとめられた数学の本がないために，必要

な数学力を向上させることがなかなかできない。 

ある理工学の理論を理解するためには，まず，その理論を構成する個々の事柄の概念

を把握することが重要であり，さらに厳密に理解するためには，数学的手法が必要であ

る。この講座の目的は，“振動学について勉強したにもかかわらず振動について具体的

な概念を把握できないでいる人達”および“実務で動的解析を行っているが，解析結果

を十分に評価できない人達”のために，“振動学，特にその概念”と“それに必要な数

学”をやさしくそして深く理解させることである。特に，モード解析と数学については，

わかりやすくかつ具体的にそれを理解させるかに工夫をこらした。 

実務のための振動学は，“基礎理論”と“耐震設計に応用するためのテクニカルな部

分”に分けることができる。この講座では，テクニカルな部分は紹介するにとどめ，主

に基礎理論について説明する。なぜならば，基礎理論をしっかりと理解できれば，テク

ニカルな部分を理解することは容易であり，また，両者について同等に記述した場合は
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混同する可能性があるからである。 

 この講座の記述は，①簡潔でやさしく，物理的あるいは幾何学的に具体的である，②

用語の定義があいまいであると理解の妨げとなるので，その定義を明確にし，1 つの事

柄に対して，最も適当な用語を 1 つだけ用いる，③数学上で厳密性を維持するとともに，

数式の誘導はできるだけていねいに示す，④理解しやすいように実務的な例題を示す，

ように努める。 

 第 1 部では，この講座で振動を学ぶための“基本的事項”を確認する。第 2 部では“1

自由度系の線形解析”を簡潔に説明する。 

モード解析が，振動学で最も肝心な部分である。この理論がわかりにくいのは，“数

学的ではなはだ抽象的である”，“解析の名称であるモードの定義が，広い意味で用いら

れているので，その名称に惑わされてしまう”および“なじみの薄い用語が多く用いら

れ，しかも用語の定義が統一されていない場合が少なくない”などが挙げられる。  

したがって，モード解析について最大の紙面を割いて，第 3 部で説明する。第 3-1 部

では，“行列を用いないでモード解析の概念とその技術用語の意味”について，単純な

構造モデルを用いて，物理的あるいは幾何学的な視点から，具体的にやさしく説明する。

第 3-2 部では，一般性のある多自由度系の振動を見通しよく理解するために必要な“行

列”を説明する。第 3-3 部では，単純な構造モデルを用いて，“剛性，減衰および質量

マトリックスの概念”，“行列を用いたモード解析”および“減衰力の考え方と問題点”

を説明する。第 3-4 部では，“一般性のある構造モデルである骨組系のモード解析”を

説明するとともに，“実例”を解析することによって，モード解析について具体的にか

つ深く理解する。 

 耐震設計において，大地震に対する非線形解析が重要となっている。非線形解析にお

いて，基礎理論とよべるのは数値計算くらいで，他のほとんどは耐震設計のテクニカル

な部分である。第 4 部では，主に“非線形動的解析における数値解析”について説明す

る。 

 振動学のように周期的関数を扱う学問では，複素数は極めて有効である。しかし，そ

の概念を納得できる程度に認識することはなかなか難しい。そのために，第 4 部までは

複素数を用いないで解説した。第 5 部では，複素数の概念をわかりやすく説明した上で，

“複素数の振動学への応用”を説明する。 

 地震によって生じる地盤の加速度は，フーリエ･スペクトルによって評価することが
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できる。しかし，これを正確に理解することは意外と難しい。たとえば，加速度の単位

が 2m/s に対して，そのフーリエ振幅がなぜm/sであるのか。第 6 部では，フーリエ・

スペクトルを正確に理解するために，①周期関数のフーリエ係数，②非周期関数のフー

リエ変換，③離散データのフーリエ係数，そして④離散データのフーリエ変換，と段階

を追って説明する。第 7 部では，モード解析を数学的に明快に説明する。 

 著者である竹名，亀岡および温は，それぞれ土木工学，数学および建築工学を学び，

それぞれ橋梁設計，動的解析を含む構造解析および建築の耐震設計の実務に従事してき

た。著者は，対等なパートナーとして，この講座を著述する。ただし，一貫した考え方

で著述するために，竹名が素案を作成し，亀岡および温がそれについて批判し，それに

基づいて竹名が書き直すという作業を繰り返すことによって，本書は制作された。 

 

 

使用単位 

 この講座では，国際単位の MKSA 単位系を用いる。すなわち，長さ，質量および時

間は，それぞれm，kg および sを基本単位とする。したがって，力は 2N = kg m s−⋅ ⋅ ，

振動数は 1Hz = s− である。 

 

 

推奨する参考書 

 一つの参考書だけで，万人が振動を理解することはありえない。なぜならば，各自の

知りたいことあるいはわからないことは，それぞれ異なるからである。著者の経験から

振動に関する有効な参考書を挙げる。 

 振動のごく基本に関する入門書は，物理学の本が良い。たとえば，『有山正孝，（1996)，

“振動･波動”，裳華房』や”『寺沢徳雄，(2000)，“振動と波動”，岩波書店』である。 

振動学について広くじっくりと学びたい人には，『Mario Paz，(1997)，“Structural 

Dynamics”，Chapman & Hall』が具体的でわかりやすい。ただし，大部な本である。 

振動学をある程度理解している人で，振動学および耐震設計のテクニカルな部分を広

範囲に学びたい人には，『柴田明徳，(2000)，“最新耐震構造解析”，森北出版株式会社』

が良い。 

著者 
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 この部では，この講座で振動学を学ぶために必要な基礎知識を説明する。振

動(vibration, oscillation)とは，地震によって構造物がゆれるように，“物体が

ある位置を中心として運動を繰り返す”ことをいう。土木・建築における工学

上の問題として，①地震によって生じる構造物の振動，②高架橋を走行する自

動車によって発生する地盤の振動，③風によって生じる吊橋の振動，などがあ

る。この講座は，主に①に関する振動を扱っているが，一般的な振動の概念を

把握するためにも有効である。  

 

  

 

1.1 動的解析モデル 
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図1.1　動的解析のためのモデル化
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（１） バネ・マスモデル 

等断面の“片持ちはり”のような単純構造物の振動を，質量と外力が連続的

に分布するとして解析することは可能である。しかし，少し複雑な構造物にな

ると，そのような解を求めることは困難となる，と言うより工学上で無意味で

第 1 部 振動の基礎知識 

第 1 章 振動の基礎知識 
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ある。なぜならば，工学上で最も合理的な解とは，必要とする精度を満足し，

かつ経済的な解である。 

例えば図 1.1(a)に示すような構造物の動的解析では，通常，同図(b)に示すよ

うに，部材中心軸(骨組)上の“節点(grid point)と要素(element)”で構成され

るバネ・マスモデルが用いられる。この力学モデルでは，①質量は節点にだけ

に存在する(すなわち，分布している質量は，適当な仮定で節点に分配する)，

②外力は節点にだけに作用する(すなわち，分布している外力は，適当な仮定

で節点に分配する)，③剛性(バネではバネ定数)と減衰(振動エネルギーを消費

させる効果)は要素だけに存在し，それぞれの要素は真っ直ぐであり(部材が曲

線の場合，それを分割し複数の直線要素に置き換える)，その断面は一定であ

る(すなわち，変断面の場合は，平均的な断面に置き換える。線形な断面変化

を考慮できるプログラムもあるが，この講座では，話を単純にするために，一

定とする)，と仮定する。図 1.1(a)の 1,2,3,･･･と①,②,③･･･は，それぞれ節点

番号と要素番号である。最近のコンピュータの高性能化によって，要素の分割

を細かくしても計算することが可能である。したがって，このモデルでも，か

なりの精度の解析が可能である。一般に提供されている“構造物の動的解析プ

ログラム”では，このバネ・マスモデルが用いられている。この講座では，こ

のバネ・マスモデルに限定して説明する。 

 なお，地震に対する“地盤の応答”や“地盤と一体になった基礎の応答”の

動的解析では，コンピュータの性能が低い時代は，このバネ・マスモデルが用

いられていたが，現在は有限要素法(FEM)を用いて解析するのが普通である。 

（２） 自由度 

 自由度は，振動学における重要な概念の一つである。あるバネ・マスモデル

が振動しているとする。時刻 tにおける振動形状が， n個の独立変数(節点の変

位 )によって完全に決まる場合，そのモデルは， n個の自由度 (degrees of 

freedom)を持つといい， n自由度系(system)であるという。 

 図 1.2(a)は，質点と床の間に摩擦がないと仮定した 2 節点・1 要素のバネ・

マスモデルである。節点 0 は拘束されているので，振動形状は，節点 1 の変位

だけで定まる。したがって，このモデルは 1 自由度系である。図 1.2(b)は，4

節点・3 要素のバネ・マスモデルである。振動形状は，拘束されていない節点
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2 と節点 3 の変位によって定まるから，このモデルは 2 自由度系である。図

1.2(c)の単振子は，角度θ によって振動形状が定まるから，1 自由度系である。

θ は変位そのものではないので，広義の変位という。 

 バネ・マスモデルの自由度は，それぞれの節点の自由度を合計したものであ

る。なぜならば，要素には質量が存在せず，外力も作用しないので，形状は節

点の位置と回転だけで決まるからである。最も一般性のある 3 次元問題におい

ては，“拘束されてない節点”は， x方向， y方向， z方向， x軸回り， y軸回

り， z軸回りの 6 つの自由度を持つ。 

xx1 2

1 2m m

① k1 k k32 ③②

3

m

x

1

① k

(a)1自由度系バネ・マスモデル

(b)2自由度系バネ・マスモデル

0

0

1 2

m:質量

k:バネ定数

x:変位

m

θ

(c)単振子(1自由度系)

図1.2　系の自由度
 

 図 1.1(b)に示すような橋梁の橋軸方向(2 次元)のバネ・マスモデルでは，各節

点が“ x方向の変位”，“ y方向の変位”および“ z軸回りの回転”の 3 つの自

由度を持つ。しかし，節点 1 と節点 7 は， y方向が拘束されているので 2 自由

度である。したがって，系の自由度は， 3 13 2 2 43× + × = である。 

 自由度の本来の定義は上記のとおりである。しかし，“一般に提供されてい

る動的解析プログラムの入力データ”では，もっと広範囲の意味で用いられて

いる。それを，図 1.1(b)に示す解析モデルを用いて，具体的に説明しよう。x方

向， y方向， z 方向， x軸回り， y軸回り， z 軸回りの自由度を，それぞれ

1,2,3,4,5,6 と称すると 

① 2 次元問題として解析する場合は，各節点の自由度を 1，2，6 に設定する， 

② 拘束条件として，節点 1 と節点 7 の自由度 2 を地盤に対して拘束する， 

③ 分布質量を節点質量に置き換えたために発生する慣性モーメントを無視

する場合は，質量の自由度を 1，2 に設定し，6 は設定しない， 
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④ x方向に伸縮するバネを設定するためには，バネ要素の自由度を 1 に設定

する， 

などである。 

 1 自由度と 2 自由度以上のバネ・マスモデルを，それぞれ 1 自由度系

(single-degree-of-freedom system) お よ び 多 自 由 度 系

(multi-degrees-of-freedom system)という。 

（３） 剛性と復元力 

 土木･建築の構造材料として，鉄筋コンクリートや鋼材などが用いられる。

それらを用いた部材として，軸方向部材(トラスの部材など)，曲げ部材(プレ

ートガーダーの桁など)あるいは軸方向・曲げ部材(橋脚の柱など)がある。図

1.3(a)に示すように，軸方向部材と曲げ部材をそれぞれバネで表現し，荷重 Pが

バネに作用したときの変位を xとすると，その荷重・変位特性は，材料によっ

て異なる。なお、 Pと xの正方向はバネに引張り生じる方向とする。 
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(a)バネ

中
立

位
置
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変
位

位
置
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0 x

弾性範囲

(b)構造材料の荷重・変位関係

A(比例限度)

B(弾性限度)

C(降伏点)

塑性範囲

図1.3　バネの荷重・変位関係

 

しかし，動的解析においては，通常，荷重･変位関係は，材料にかかわらず，

図 1.3(b)に示すような特性を持つと考える。すなわち，荷重を単調に増加させ

た場合の P x⋅ 関係は，OA 間では Pと xが，ほぼ線形(linear)関係すなわち正比

例する。A 点を比例限度という。さらに荷重を増加させると，線形でなくなる

が，しばらくは、荷重を 0 に戻したときに変位(残留変位)もほぼ 0 に戻る。そ

の限界の B 点を弾性限度という。それ以上に荷重を増加させると残留変位が生

じるようになり，C 点に到ると材料が塑性変形を開始する。この C 点を降伏点，

OC 間を弾性範囲という。 
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図 1.4(a)に示すような， Pと xが線形関係にある 1 自由度系を考える。すな

わち， Pと xが 
     P kx=  (1.1) 

である。変位が比例限度以下であっても，完全な線形ではないので，このモデ

ルは，実際には存在しない理想化されたモデルである。 
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図1.4　バネの荷重・変位関係のモデル化
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そのとき，要素①に内力Qが生じる。Qは，節点 1 を中立位置に戻そうする

力なので，復元力(restoring force)という。復元力の正方向を変位の逆とする

と，力のつり合い ( ) 0P Q+ − = より，Q P= であるので 
     Q kx=  (1.2) 

である。 kは，図 1.4(a)の上の図の“直線の勾配”すなわち要素の荷重に対す

る“変位のしにくさの程度”を表しているので，剛性あるいは剛さ(stiffness)

とよばれる。 

 変位の履歴が弾性範囲であっても，図 1.4(b)に示すように，実際は P・ x関

係は非線形性を示す。特に変位が塑性範囲に入ると，図 1.4(c)の上の図に示す

ように，大きな非線形性を示す。このように非線形性が大きい場合の動的解析

は，変位を微少時間ごとに逐次近似法(第 15 章参照)によって求めるしか方法が

ない。この方法の問題点は，“計算に時間が非常にかかること”と“計算誤差

の集積によって精度が落ちること”である。 

 そこで，振動が弾性範囲内である場合，非線形性が小さいことを考慮して，
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図 1.4(b)の下の図に示すように，要素①が，“線形なバネ”と“仮想のオイル

ダンパーのようなダッシュポット”によって構成されていると考える。この力

学モデルの利点は，線形であるので理論的な解析が可能となり，計算時間が短

くなり，逐次近似法の誤差が避けられることである。よく勘違いすることだが，

実際にダッシュポットがあるわけではないので，真の復元力は，バネの復元力

Qとダッシュポットの減衰力 Dを加えたものである。 

図 1.5(a)に示すような並列バネの剛性 1 2,k k は，1 つバネに等価に置き換える

ことができる。等価剛性 ek は明らかに 
    1 2e ik k k k= + =∑  (1.3) 

である。同図(b)の直列バネの場合，節点に静的荷重 Pを加えたときのバネ①と

バネ②の変位を 1x と 2x とすると，それぞれの変位とそれらの合計の変位 xは 

1 2 1 2
1 2 1 2

, ,P P P Px x x x x
k k k k

= = ∴ = + = +  

である。したがって，等価剛性 ek は以下のとおりである。 

1 2
e e

P PP k x k
k k

⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

1 2

1 1
1 1 1e

i

k
k k k

∴ = =
+ ∑

 (1.4) 

m
m

k1 k2k

k1

2

(a)並列バネ (b)直列バネ

図1.5　バネの結合
 

例題 1.a 並列バネ 

図 1.a(a)に示すように，柱に比べて“はり”の剛性が十分に大きな 1 層ラー

メンを考える。このような建物を耐震設計する場合，図 1.a(b)に示すようなせ

ん断建物(shear building)とよばれる解析モデルが，しばしば用いられる。こ

のモデルでは，①柱は“両端の回転が固定された曲げ部材”として機能するの

で，天井は水平方向だけに変位 xする，②質量mは天井に集中している，と考
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える。これらの仮定によって，層数と同数の自由度を持つ系にモデル化される。 

したがって，このモデルは，図 1.a(c)に示すような“並列するせん断バネ・

マスモデル”に等価に置き換えることができる。さらに，図 1.a(d)に示す 1 つ

のせん断バネを持った 1 自由度系に等価に置き換えることができる。このせん

断バネの等価バネ定数 xek を求めよう。断面諸元と材料定数は図に示した。柱は，

一定な矩形断面 B T× とする。 

Pm

(a)ラーメン
物モデル

(b)せん断建

m m

モデル
(f)片方の柱の

マスモデル
(d)等価(c)並列バネ

x

kxekxkxA,Ｉ

A,Ｉ A,Ｉ

A,Ｉ

A,Ｉ

H H

x
P

P・x関係

図1.a　1層ラーメンの水平方向に対する等価バネ

4m=2.5×10 kg,  H=3.5m,  A=B×T=0.4m×0.4m,  E=2.1×10 kN/m7 2

 

 1 本の柱の断面２次モーメントは 
     3 4 412 = 0.4 12 0.00213mI BT= =  

である。図 1.a(f)に示すように，1 本の柱を両端の回転が固定された曲げ部材

と考える。天井位置に静的荷重 Pが作用したときの変位 xは，はりの変形公式

から 

     3 12x PH EI=  

である。ゆえに，図 1.a(c)の 1 つのせん断バネの剛性は，以下のとおりである。 
     3 7 3 412 12 2.1 10 0.00213 3.5 1.25 10 kN mxk P x EI H= = = × × × = ×  

並列バネ(図 1.a(c))であるので，図 1.a(d)の等価せん断バネは，式(1.3)より 
     4 42 2 1.25 10 2.50 10 kN mxe xk k= = × × = ×  

である。 

 

例題 1.b 直列バネ 

 橋脚の橋軸方向(図 1.1(a)参照)に対する簡便な耐震設計方法として，図 1.b(a)

に示すような解析モデルに置き換える方法がある。この解析モデルは，水平方

向だけの変位に着目した 1 自由度系である。このモデルでは，①橋脚の負担す
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る質量mは，支承の回転中心に集中し，その大きさは，適当な仮定で上部構造

と柱の質量を置き換える，②ゴム支承，橋脚および基礎は，それぞれバネ，曲

げ部材およびバネとして機能する，ここでは話を簡単にするために，基礎のバ

ネは回転バネだけで構成されるとする。断面諸元と材料定数は図に示した。橋

脚の柱は，一定な矩形断面 B T× とし，高さを PH とする。Hはフーチング底面

から支承の回転中心までの高さである(この例では，柱の高さに比べて“支承

の回転中心までの高さ”が非常に小さいので，図にはそれを無視して表現して

いる)。 Rk はゴム支承のせん断バネ定数， kθ は基礎の回転バネ定数である。 

m

(b)直列バネ
マスモデル

kR

(a)橋脚の

θH H
P

H
P

モデル
(c)等価

m

kxe θ

kR

P

(d)剛体回転の

xR
H

図1.b　橋脚の水平方向に対する等価バネ

H

P

xB

A,ＩH
P

m

A,Ｉ

P
xRxθxB

kBx
kRx

kθx

(e)柱の曲げの
P・x関係 P・x関係

27
R

11
θ

5

E=2.5×10 kN/m ,   k =2.0×10 kN/m,  k =1.5×10  kN･m/rad

モデル

4

Pm=9.0×10 kg,  H=27.0m,  H =24.0m,  A=B×T=4.0m×2.8m

 

 支承の回転中心位置に x方向の静的荷重 Pを加えたときの変位 xは，微小変

位の仮定であるので，支承のバネの変位 Rx ，橋脚の曲げ変位 Bx と基礎のバネの

回転による剛体変位 xθ を足し合わせたものである。したがって，図 1.b(b)に示

す直列する 3 つのせん断バネを持った 1 自由度系に等価に置き換えることがで

きる。さらに，図 1.b(c)に示す 1 つの等価せん断バネを持った 1 自由度系に置

き換えることができる。この等価バネ定数 xek を求めよう。 

ゴム支承の等価せん断バネ定数は，元のバネ定数に一致するから 
     42.0 10 kN mRx Rk k= = ×  

である。 

 荷重 Pが作用したとき，図 1.b(d)に示すように，基礎の回転バネの回転は，

フーチング底面のモーメントが PH であるから 
PH kθθ =  
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である。これよる支承の回転中心位置の変位は，θ が微小であることから 
2x H PH kθ θθ= =  

である。この剛体回転に相当する等価せん断バネ定数は，以下のとおりである。 
2 11 2 81.5 10 27 2.06 10 kN mxk P x k Hθ θ θ= = = × = ×  

 柱に比べてフーチングの断面は大きいので，その曲げ変形を無視する。柱の

断面 2 次モーメントは 

     3 3 412 = 4.0 2.8 12 7.32 mI BT= × =  

である。図 1.b(e)に示す片持ちはりの変位は，はりの公式から 
     3 3B Px PH EI=  

である。この曲げに相当する等価せん断バネ定数は，以下のとおりである。 

     3 7 3 43 3 2.5 10 7.32 24 3.79 10 kN mBx B Pk P x EI H= = = × × × = ×  

それらバネは直列であるので，図 1.b(c)の等価せん断バネは，式(1.4)から 

     
4

4 8 4

1
1 1 1

1 1.33 10 kN m
1 2.0 10 1 2.06 10 1 3.97 10

xe
Rx x Bx

k
k k kθ

=
+ +

= = ×
× + × + ×

 

である。この例題では，直接基礎の実際の設計例を参考としたので，回転バネ

が非常に剛であるために，その影響が出ていない。 

 

1.2 運動方程式 

 多自由度系は，質点が要素を介して相互に力を及ぼしあって，一見，複雑な

連成振動(coupled vibration)する。しかし，各質点の運動は，それぞれニュー

トンの運動法則が支配しているので，それぞれについて運動方程式を構築し，

それらで構成される連立微分方程式を解くことによって，系の振動を求めるこ

とができる。 

（１） ニュートンの運動法則 

 2 次元問題に例をとる。図 1.6 に示すように，質点に“力 1 2,F F ”と分布外力

を節点位置に置き換えたために生じた“広義の力である力のモーメント(以降，

モーメント) 1 2,z zM M (添え字に zが付いているのは z軸回りの意味)”が作用し

ている。質点には，慣性質量(以降，質量)mと慣性モーメント zI  が存在する。
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なお，質点は，本来，質量だけが存在する点であるが，この講座では，分布質

量を節点位置に置き換えたために生じた慣性モーメントも存在するとする。 

ニュートンの運動法則とは，質点の加速度と力の関係が 

     

2

1 22

2

1 22

2

1 22

x x x

y y y

z z z z

d xm F F F
dt
d ym F F F
dt
dI M M M
dt
θ

⎧
= + =⎪

⎪
⎪

= + =⎨
⎪
⎪

= + =⎪
⎩

∑

∑

∑

 (1.5) 

であることである。ここで， 2 2d x dt と 2 2d y dt は，それぞれ加速度の x方向と

y 方向の成分である。 2 2d dtθ は z 軸回りの角加速度である。 1 1( , )x yF F と

2 2( , )x yF F は，それぞれ 1F と 2F の( x方向， y方向)の成分である。 

F

F

F

F

FF1 1y

1x

2y 2

2x

m,Ｉz

図1.6　質点に作用する力 図1.7　自由物体図

(-Ｉ )z

F

FF1 1y

1x m,Ｉz

F2y F

F

2

2x

(-mx)
‥

(-my)
‥

θ
‥

M1z M2z M2zM1z

 

（２） ダランベールの原理と自由物体図 

 式(1.5)を変形すると 

    ( ) ( ) ( )0, 0, 0x y z zmx F my F I Mθ− + = − + = − + =∑ ∑ ∑  (1.6) 

となる。ここで， 2 2x d x dt= ， 2 2y d y dt= ， 2 2d dtθ θ= である。 

すなわち，仮想の力 ( ), ( ), ( )zmx my I θ− − − を導入すると，運動状態でも力のつ

り合いが成り立つ。これがダランベール(D’Alembert)の原理である。振動学で

は，この原理がよく用いられる。仮想の力は慣性力(inertia force)とよばれる。

( )zI θ− はモーメントであるが，“広義の慣性力”と考えればよい。また，この

講座では，ダランベールの原理を適用する場合，“静的な力のつりあい”と区

別するために動的な力のつりあいとよぶことにする。 
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 力のつり合いを考えるとき，通常，われわれが行っていることではあるが，

図 1.7 に示すような自由物体図(free body diagram)を用いることは，解析をす

る上で有効である。自由物体図とは，質点を要素から切り離し，それに作用し

ているすべての力を示した図である。 

 

 例題 1.c 運動方程式の構築 

 橋脚(図 1.1(a))を 2 次元問題として動的解析する場合，最も簡単な解析モデ

ルとして，図 1.c(a)に示すように，1 質点，水平せん断バネと鉛直バネで構成

される 2 自由度系が用いられる。時刻 0t < においては，重力だけが作用し， 0t ≥

で地震のような外力 ( ), ( )x yf t f t が加わったとする。 0t ≥ における運動方程式を

構築してみよう。見かけ上，直列バネであるが，水平せん断バネ(等価バネ定数

xek )と鉛直バネ(等価バネ定数 yek )は，それぞれ水平力と鉛直力に対してのみ機

能する。 

 図 1.c(a)に示すように，重力による鉛直バネの縮みを 0y とすると 

0yemg k y=  (a) 

である。水平方向の変位を x，鉛直方向に重力だけが作用した状態に対する変

位を yとする。 

m

mg

xek

k

m

x

x

y

ye

(c)自由物体図

m

(b)t≧ 0(a)t＜ 0

y
0 y

m g

yf (t)

f (t)x

y

x

k xxe

mg

‥
(-my)f (t)y

0k (y-y )ye

(-mx)
‥

f (t)x

図1.c　運動方程式の構築(橋脚モデル，図1.b参照 )
 

 自由物体図を図 1.(c)に示す。 x方向には外力・慣性力・復元力， y方向には

重力・外力・慣性力・復元力が作用している。動的な力のつり合いから， x方

向の運動方程式は 
     ( ) ( ) ( )0, 0xe x xemx k x f t mx k x f t− − + = ∴ + − =  (b) 
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である。 y方向の運動方程式は，復元力が 0( )yek y y− であるから 
( ) ( ) ( ) ( )0 00, 0ye y ye ye ymy k y y mg f t my k y k y mg f t− − − − + = ∴ + − + − =  

である。これに式(a)を代入すると 

( ) 0yemy k y f t+ − =  (c) 

となる。すなわち，このような条件においては，重力は振動に影響を及ぼさな

いことがわかる。 

 

1.3 要約 

 われわれが動的解析で用いるモデルは，通常，節点と要素で構成されるバネ・

マスモデルである。節点には質量と外力だけ，要素には剛性と減衰だけが存在

し，1 つの要素における断面は通常一定であると仮定する。 

振動学で重要な概念の一つである自由度とは，ある系の振動形状を完全に決

めることができる独立変数の数である。 

振動が弾性範囲内であっても，材料の非線形性のために，復元力と変位の関

係は非線形性を示す。しかし，弾性範囲の場合，非線形性が小さいことと，計

算を簡単にするために，要素が“線形な剛性をもったバネ”と“仮想のダッシ

ュポット”で構成されていると考える。しかし，実際にはダッシュポットがあ

るわけではないので，真の復元力は，バネの復元力とダッシュポットの減衰力

を加えたものである。  

 運動(振動)は，“ニュートンの運動法則”が支配している。振動学では，その

法則を変形した“ダランベールの原理”によって，運動方程式を構築する場合

が多い。それは，仮想の力である慣性力を導入して，振動中でも力のつり合い

が成り立つという考え方である。 
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第 2 部 1 自由度系の線形振動 
 

 線形振動とは，復元力と変位が線形関係にある振動をいう。複雑に見える多

自由度系の線形振動も，変数変換によって複数の 1 自由度系の線形振動に分解

できる。したがって，1 自由度系の線形振動の性質を理解することは重要であ

る。この部では，それを説明する。 

 

第 2 章 非減衰および減衰自由振動 
 

外力が作用していない状態における振動を自由振動(free vibration)という。

1 自由度系の非減衰自由振動は，調和振動となる。その周期は，質量と剛性の

比から定まり，固有周期Tとよばれ，系の振動特性を表す最も重要な量である。

減衰自由振動は，一定の周期 DT で時間とともに減衰していく。 DT T> であるが，

実際の構造物の場合，通常，その差は小さい。この章では，1 自由度系の自由

振動を説明する。 

 

2.1 非減衰自由振動 

x

m (-mx)kxm

① k

(a)解析モデル (b)自由物体図

0

1

‥

図2.1　非減衰自由振動
 

 非減衰とは，実際には存在しない“振動エネルギーの消費が全く生じない理

想化された状態”である。図 2.1(a)に示す 1 自由度系の非減衰自由振動を考え

る。節点 1 の変位と質量をそれぞれ xとm，要素①のバネ定数(剛性)を kとす

る。変位と慣性力は右方向を，復元力は逆方向を正とする。 

ダランベールの原理による“動的な力のつりあい”は，同図(b)の自由物体図

から 
     ( ) 0mx kx− − =  

である。振動学でよく用いる形に式を変形すると  
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     0mx kx+ =  (2.1) 

     2 0, kx x
m

ω ω+ = =  (2.2) 

となる。このように右辺が 0 である定数係数の 2 階線形微分方程式を，2 階の

斉次方程式とよび，このように xの項がない場合を 2 階の標準形斉次方程式と

いう。標準形斉次方程式(2.2)の 2 つの独立な解(基本解) cosx tω= と sinx tω= は，

容易に見出すことができる。一般解は，基本解の 1 次結合(それぞに任意定数 1a

と 2a を乗じてたし合わせたもの)で表わせるから 

     1 2cos sinx a t a tω ω= +  (2.3) 

である。なぜならば，式(2.3)は微分方程式(2.2)を満足するとともに，あらゆる

初期条件(initial condition)すなわち 0t = における変位と速度を満足するから

である。 

0t = における変位と速度を，それぞれ 0d と 0v とする。式(2.3)に 00,t x d= = を

代入すると 

     1 0a d=  

となる。式(2.3)を微分して， 00,t x v= = を代入すると 

0
0 2 2, vv a aω

ω
= ∴ =  

となる。それらを式(2.3)に代入すると，その初期条件に対する特解が求まる 

     0
0 cos sinvx d t tω ω

ω
= +  (2.4) 

この式を 1 つの cos 関数で表わすことができる。すなわち，式を変形すると 

( )
( ) ( )

22 0 0
0 0 2 22 2

0 0 0 0

cos sind vx d v t t
d v d v

ωω ω ω
ω ω

⎛ ⎞−⎜ ⎟= + −
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 (2.5) 

となる。ここで 

     ( )22
0 0A d v ω≡ +  (2.6) 

( ) ( )
0 0

2 22 2
0 0 0 0

cos , sind v

d v d v

ωθ θ
ω ω

−
≡ ≡

+ +
 (2.7) 
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とおくと，式(2.5)は加法定理から下式を得る。 

   ( )cos cos sin sinx A t tθ ω θ ω= −  

   ( )cosx A tω θ∴ = +  (2.8) 

また，1 つの sin 関数で表わすこともできる。すなわち，次のようにおくと 

( ) ( )
0 0

2 22 2
0 0 0 0

sin , cos
d v

d v d v

ω
ψ ψ

ω ω
≡ ≡

+ +
 (2.9) 

式(2.5)は加法定理から次式を得る。 

   ( )sin cos cos sinx A t tψ ω ψ ω= +  

   ( )sinx A tω ψ∴ = +  (2.10) 

t

-θ /p

-θ /p

0f(t)=F sinpt

0

x ,f(t)p

T=1/f=2π/ω

(a)非減衰自由振動

t

x

1

0

v0
0d

図 2.2　調和振動

x =Asin(pt+θ )p

(b)調和外力に対する減衰定常

振動の位相差

-ψω/ -θω/

 

式(2.8)と(2.10)は，式(2.4)を変形したものであるから，全く同じ曲線である

(図 2.2(a))。このように，非減衰自由振動では，変位 xが時間 tの cos 関数ある

いは sin 関数となる。このような振動を調和振動(harmonic vibration，単振動)

とよぶ。 tω θ+ あるいは tω ψ+ は位相(phase，単位： rad )とよばれる。 Aは最

大変位を表し，振幅(amplitude，単位： m )という。θ あるいはψ は初期位相

(initial phase，単位： rad )という。 Aとθ (あるいはψ )は初期条件によって定

まる。 

ωは固有円振動数(natural circular frequency，単位： rad/s )とよばれる。１

周期Tの間に位相は 2π 進むから， 2Tω π= である。ゆえに 
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2T π
ω

=  (2.11) 

であり，Tは固有周期(natural period，単位： s )とよばれる。振動数 f は，単

位時間の繰り返し回数であるから，固有周期の逆数となり 

     
1

2
f
T

ω
π

= =  (2.12) 

であり，固有振動数(natural frequency，単位：Hz=1/s )とよばれる。これらに

“固有”という名称が付くのは，質量と剛性の比によって定まる系固有の量で

あるからである。振動学では，これらのなかでωが最も用いられる量で，2 secπ

間の振動数とおぼえればよく，“円”を付けないでただ“振動数”とよばれる

ことが多い。 

 

 例題 2.a 固有円振動数，固有振動数と固有周期 

m m

kxe

xe

m=2.50×10 kg
4

k  =2.50×10 kN/m
4

   =2.50×10 kg/s
7 2

(a)せん断建物モデル(図1.a参照 )

xe

(b)橋脚モデル(図1.b参照 )

m m

kxe

m=9.0×10 kg
6

k  =1.33×10 kN/m

   =1.33×10 kg/s

4

7 2

図 2.a　非減衰自由振動
 

（１） せん断建物モデル 

 例題 1.a のせん断建物モデルについて，固有円振動数，固有振動数と固有周

期を求めよう。図 2.a(a)に計算条件を示した。等価せん断バネ定数 xek は例題

1.a で求めた値である。 

固有円振動数は式(2.2)より 

     7 42.50 10 2.50 10 31.6 rad sxek mω = = × × =  
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である。周期は式(2.11)より 
     2 2 31.6 0.199sT π ω π= = =  

である。振動数は式(2.12)より 
     1 1 0.199 5.04Hzf T= = =  

である。 

（２） 橋脚モデル 

 例題 1.b の橋脚モデルについて，固有円振動，固有振動数と固有周期を求め

よう。図 2.a(b)に必要な条件を示した。等価バネ定数 xek は例題 1.b で求めた値

である。 

 固有円振動数は式(2.2)より 

     7 51.33 10 9.0 10 3.84 rad sxek mω = = × × =  

である。周期は式(2.11)より 
     2 2 3.84 1.64sT π ω π= = =  

である。振動数は式(2.12)より 
     1 1 1.64 0.610Hzf T= = =  

である。 

 

 調和振動は，以下のような重要な性質をもっている。 

① 調和振動は，振幅と円振動数と初期位相を与えられれば確定する。しかし，

初期位相は重要な意味をもたない。なぜならば，時刻の原点のとり方によって

変わってくるからである。重要なのは，同じ振動数の調和振動の位相差である。

たとえば，調和的な外力( 0( ) sinf t F pt= )が作用した減衰振動は，初めは複雑な

振動をするが，ある程度の時間がたつと，減衰によって外力と同じ振動数の調

和振動(定常振動， sin( ) ( )px A pt θ π θ π= + − < ≤ )となる。この定常振動は，減

衰の影響によって，図 2.2(b)に示すように，調和的な外力に対して位相が遅れ

る。  

振動学の本では，位相を pt θ− と表わす本と pt θ+ と表わす本がある。また，

多くの本では，位相差について軽く扱っている場合が多い。この本では，それ

を明確にするために，位相を pt θ+ と表現する。そうすると，“ ptに対して
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pt θ+ は， 0 θ π< ≤ の場合は位相が進んでいる， 0π θ− < ≤ の場合は位相が遅

れている”ことになる。このように，位相の進みとθ のプラスと一致してわか

りやすいからである。 

② 任意の周期振動は，振動数の異なる調和振動の和として表わすことができ

る。地震の地盤加速度のように，一定時間だけ継続する不規則の振動も，やは

り調和振動の和として表わすことができる(詳細は第 18 章)。 

③ このように分解された調和振動の成分のなかで，振幅の大きい調和振動の

振動数を卓越振動数(predominant frequency)とよぶ。地震においては，地震

の地盤加速度の卓越振動数と構造物の固有振動数が接近していると，構造物に

大きな応答を生じる。 

 

2.2 減衰自由振動 

 実際の構造物では，振動エネルギーを消費させる減衰が存在する。①減衰の

要因は多く存在するが，そのメカニズムはよくわかっていない，②復元力に比

べて，減衰力は小さい，③解析を容易にしたい，などを理由として，減衰力 D

が速度 xに比例すると仮定する粘性減衰(viscous damping)が，通常，動的解析

に用いられる。すなわち 
     D cx=  (2.13) 

である。 cは減衰係数(coefficient of damping)とよばれる。減衰力は，速度と

逆方向を正とする。 

m

x
k

① m
kx

cx
・

(-mx)‥
c

(a)解析モデル (b)自由物体図

図2.3　減衰自由振動

0

1

 

 図 2.3(a)に示す減衰自由振動を考える。同図(b)の自由物体図の“動的な力の

つり合い”から，運動方程式は 
     0mx cx kx+ + =  (2.14) 

となる。書き直すと以下のとおりとなる。 
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     22 0,
2
cx h x x h
km

ω ω+ + = =  (2.15) 

hは減衰定数あるいは減衰比(damping ratio)とよばれる。 1h < では，周期的な

振動となるが， 1h ≥ では振動が生じない。 1h = は，その境界であるので，臨

界減衰(critical damping)とよばれる。  

 微分方程式(2.15)の解法は，一般に複素数が用いられる(第 17 章)。ここでは，

実務における動的解析の対象である 1h < について，複素数を用いないで標準形

斉次方程式に変換することによって一般解を求めてみよう。すなわち，以下の

ように変数変換する。 
     ( ) ( ) ( )x t g t z t=  (2.16) 

これを 2 回連続して微分すると 
     , 2x gz gz x gz gz gz= + = + +  

となる。これらと式(2.16)を(2.15)に代入すると 

     ( ) ( )22 2 2 0gz g h g z g h g g zω ω ω+ + + + + =  (2.17) 

となる。この式を標準形にするためには， zにかかる項が 0 となるように gを

選べばよいから 

     
12 2 0, dtg h g

dg h g
ω

ω
+ = ∴ = −  

となる。積分すると 

     
1 ln , h tt g g e
h

ω

ω
−= − ∴ =  (2.18) 

となる。これを式(2.16)に代入すると，変数変換式を得る。 
     ( ) ( )h tx t e z tω−=  (2.19) 

式(2.18)を 2 回連続して微分すると 
     2 2,h t h tg h e g h eω ωω ω− −= − =  (2.20) 

となる。式(2.18)・(2.20)を(2.17)に代入すると 

( )
( )

2 2 2 2 2

2 2

2 0

1 0

h t h t h t h t

h t h t

e z h e h e e z

e z h e z

ω ω ω ω

ω ω

ω ω ω

ω

− − − −

− −

+ − + =

∴ + − =
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となる。 0h te ω− ≠ を消去すると，標準形を得る。 

     2 20, 1D Dz z hω ω ω+ = = −  (2.21) 

 この標準形の一般解は，式(2.3)より 
     1 2cos sinD Dz a t a tω ω= +  (2.22) 

である。これを式(2.19)に代入すると，式(2.15)の一般解 
     ( )1 2cos sinh t

D Dx e a t a tω ω ω−= +  (2.23) 

が求まる。 

初期条件の 00,t x d= = を式(2.23)に代入すると 

     1 0a d=  

となる。これを式(2.23)に代入してを微分すると 
( ) ( )0 2 0 2cos sin sin cosh t h t

D D D D D Dx h e d t a t e d t a tω ωω ω ω ω ω ω ω− −= − + + − +  

となる。この式に，初期条件の 00,t x v= = を代入すると 

0 0
0 0 2 2,D

D

v h dv h d a a ωω ω
ω
+

= − + ∴ =  

となる。ゆえに，初期条件に対する特解は 

     0 0
0 cos sinh t

D D
D

v h dx e d t tω ωω ω
ω

− ⎧ ⎫⎛ ⎞+⎪ ⎪= − −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 (2.24) 

となる。これを 1 つの cos 関数で表すと，式(2.8)と同様に下式となる。 
     ( )cosh t

Dx Ae tω ω α−= +  (2.25) 

     ( ){ }22
0 0 0 DA d v h dω ω= + +  (2.26) 

     

( ){ }
0

22
0 0 0

cos
D

d

d v h d
α

ω ω
=

+ +
 (2.27) 

     
( )
( ){ }
0 0

22
0 0 0

sin D

D

v h d

d v h d

ω ω
α

ω ω

− +
=

+ +
 (2.28) 

 変位 x (式(2.25))と時間 tの関係を図 2.4 に示す。 xは 2 つの包絡曲線にはさ

まれて，振動しながら徐々に振幅が 0 に近づいていく。振幅は 1 サイクルごと

に変化するが，振動の時間間隔は一定である。すなわち，変位曲線が時間軸を
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同じ方向に横切る時間間隔，あるいは同じ包絡線と接する( ( )cos 1Dtω α+ = あ

るいは 1− )時間間隔は一定である。この時間間隔 DT は，減衰自由振動の周期と

よばれ，式(2.25)から 

     
2 2

2 2
1 1

D
D

TT
h h

π π
ω ω

= = =
− −

 (2.29) 

である。実際の構造物の減衰定数は，だいたい 0.1 以下である。それを式(2.29)

に代入すると 
     1.005DT T=  (2.30) 

となる。すなわち，その場合， DT は非減衰自由振動の固有周期Tとほとんど差

がない。 

一般に，固有周期は非減衰自由振動の周期Tを指し，減衰自由振動の周期 DT

はそうよばない。後述する地震応答スペクトルは， DT ではなく固有周期Tで整

理される。 

x
1

x
2

C 1

C 2

t

x

0

Ae

T D

図 2.4　減衰自由振動

-hωt

-Ae
-hωt

 

 図 2.4 に示すように，変位が最初に包絡線と接する点を 1C とし，その時刻を

1t とすると， ( )2cos 1Dtω α+ = より変位 1x は 
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     1
1

h tx Ae ω−=  (2.31) 

である。1 周期後の接点 2C における変位 2x は，同様に 
     ( )1

2
Dh t Tx Ae ω− +=  (2.32) 

である。それらの比の自然対数は 

     ( )

1

1

1

2

ln ln ,
D

h t

D Dh t T

x Ae h T T
x hAe

ω

ω

δδ ω
ω

−

− +
= = = ∴ =  (2.33) 

である。この式を(2.29)を代入すると 

     
2 2 2

2 ,
1 4
h h
h

π δδ
δ π

= ∴ =
− +

 (2.34) 

となる。 hが 1 に比べて十分小さい場合，減衰定数 hは，式(2.34)の第 1 式よ

り 

     
2

h δ
π

=  (2.35) 

である。 

δ は対数減衰率(logarithmic decrement)とよばれ，任意の連続する 2 接点の

間で一定である。したがって，連続する 2 の接点の変位を測定すれば，その系

の減衰定数を求めることができる。実験の精度から，2 つの連続した接点の変

位を正確に測定することは困難である。しかし，それらは変位の極大値あるい

は極小値とほぼ同じであるので，通常，これらが接点の変位の代替として用い

られる。 

 

 例題 2.b 減衰定数，減衰係数，減衰自由振動の円振動数と周期 

m

kxe xe
2

2 1

m

図2.b　減衰自由振動(橋脚モデル，図1.b参照 )

m=9.0×10 kg
5

k  =1.33×10 kN/m=1.33×10 kg/s
4 7

ω =3.84rad/s

x /x =0.70

 

 例題 1.b において，自由振動の実験結果，変位の連続する極大値 1x と 2x の比

が，1 対 0.7 であった。その場合について，減衰定数，減衰係数，自由振動の
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円振動数と周期を求めよう。図 2.b に計算条件を示した。 xek は例題 1.b，ωと

Tは例題 2.a で求めた値である。 

 対数減衰率は式(2.33)より 
     1 2ln ln1 0.7 0.357x xδ = = =  

である。減衰定数は式(2.35)から 

     
0.357 0.0568

2 2
h δ

π π
= = =  

である。減衰係数は式(2.15)より 

     7 5 52 2 0.0568 1.33 10 9.0 10 3.46 10 kg sxec h k m= = × × × × × = ×  

である。 

減衰自由振動の円振動数は式(2.21)より 

     2 21 1 0.0568 3.84 3.83rad sD hω ω= − = − × =  

である。周期は式(2.29)より 

     
2 2

1.64 1.64s
1 1 0.0568

D
TT
h

= = =
− −

 

である。 

 

2.3 要約 

 1 自由度系の非減衰自由振動は，調和振動である。その周期は，系の質量と

剛性から決まる固有の量(固有周期)である。 

減衰自由振動は，実際の構造物のように減衰定数が小さい場合，振動しなが

ら徐々に振幅が 0 に近づいていく。変位曲線が時間軸を同じ方向に横切る時間

間隔(周期)は一定である。この周期は，固有周期よりやや長いが，その差は小

さい。変位曲線において，隣り合う極大値(あるいは隣り合う極小値)の比の自

然対数(対数減衰率)はほぼ一定である。この対数減衰率を実験的に測定するこ

とによって，系の重要な量である減衰定数を求めることができる。 
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第 3 章 調和外力による非減衰および減衰強制振動 
 

外力が作用した状態における振動を強制振動(forced vibration)という。工学

上で対象となるのは，通常，この振動である。たとえば，地震に対する構造物

の応答は，一種の強制振動である。任意の外力は，振動数の異なる調和外力に

分解できる。すなわち，任意の強制振動は，これらの調和外力における振動を

足し合わせたものである。したがって，調和外力における振動の性質を理解す

ることは，重要である。この章では，調和強制振動について説明する。 

 

3.1 非減衰強制振動 

① k
x

m

(a)解析モデル

0

1

(b)自由物体図

mkx
f(t)=F sinpt0

(-mx)(-mx)
‥

図3.1　調和外力による非減衰振動

f(t)=F sinpt0

 

 図 3.1(a)に示す非減衰 1 自由度系において，節点 1 に外力 ( )f t が作用してい

る場合の運動方程式は，図 3.1(b)に示す自由物体図から 
     ( )mx kx f t+ =  (3.1) 

である。外力が調和的であると 
     0 sinmx kx F pt+ =   ( 0F と pは外力の振幅と円振動数) (3.2) 

と表わせる。書き直すと 

     2 0 sin ,F kx x pt
m m

ω ω+ = =  (3.3) 

となる。この右辺が 0 でない方程式すなわち非斉次方程式の一般解は，“斉次

解である式(2.3)”と“式(3.3)を満足する 1 つの特解 px ”をたし合わせたもの

であるから 
     1 2cos sin px a t a t xω ω= + +  (3.4) 

と表わせる。なぜならば，式(3.3)の左辺に斉次解を代入すると 0 となり，特解

を左辺に代入すると右辺と一致するから，それらをたし合わせた式(3.4)は，
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(3.3)の解であり，さらにすべての初期条件を満足するからである。 

 特解を次のように仮定する。 
     sinp px A pt=  (3.5) 

なぜならば，非減衰であるので，特解は，外力と同じ円振動数で位相差がない

と予想されるからである。式(3.5)を 2 回連続して微分すると 
     2cos , sinp p p px pA pt x p A pt= = −  

となる。この式の第 2 式と(3.5)を(3.3)に代入すると 

     2 2 0sin sin sinp p
Fp A pt A pt pt
m

ω− + =  

となる。 sin 0pt ≠ であるから， pA は，振動数比 p ωを rとすると  

( ) ( )
0 0 0 0

2 2 2 22 2 2 1 11 1
s

p
F m F m F m F kA

p r rr k m r
δ

ω ω
= = = = =

− − −− −
 

となる。これを式(3.5)に代入すると特解 

     2 sin
1

s
px pt

r
δ

=
−

 

を得る。ここで， 0s F kδ = は，外力の最大値(振幅) 0F に対する静的変位である。

これを式(3.4)に代入すると，以下に示す一般解を得る。 

1 2 2cos sin sin
1

sx a t a t pt
r

δω ω= + +
−

 

あるいは 

0
1 2 2 2cos sin sinF mx a t a t pt

p
ω ω

ω
= + +

−
 (3.6) 

 外力が作用する以前は，系が静止しているという工学上の問題が多い。初期

条件として， 0t = の変位と速度を 0 とすると，式(3.6)から任意定数 1 2,a a の値

が容易に確定する。 

     1 2 2 20,
1 1

s srpa a
r r

δ δ
ω

= = − = −
− −

 

これらを式(3.6)に代入すると，その初期条件に対する特解は 
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2 2sin sin
1 1

s srx t pt
r r

δ δω= − +
− −

過渡的な項 強制振動の項

 (3.7) 

となる。すなわち，非減衰強制振動は，“固有円振動数で振動する項”と“調

和外力の円振動数で振動する項”とに分解できる。前者は，減衰がある場合は

徐々に消滅するので過渡的な項(transient term)とよばれる。後者の強制振動

の項は，初期条件の影響を受けない。 

 外力の円振動数 pが固有円振動数ωに限りなく近い場合，すなわち 1r ≅ の場

合は，式(3.7)は 

( ) ( )

( )

( )( ) ( )

2 2

2 2

sin sin sin sin
1 1

2sin cos cos
1 2 2 1 2

1 11 cos cos
1 1 2 1 2

s s

s s

s s

x pt r t pt t
r r

p p pt t p t t
r r

r rr t t t t
r r r

δ δω ω

δ δω ω ωω

δ δ ωω ω ω

= − ≅ −
− −

− + +
= ⋅ ⋅ ≅ ⋅ − ⋅

− −
+ +

= ⋅ − ⋅ = − ⋅
− + +

 

cos
2
sx t tδ ω ω∴ ≅ − ⋅  (3.8) 

となる。図 3.2 に示すように，外力の円振動数 pが固有円振動数ωに限りなく

近づくと，変位 x が時間とともに無限大に発散していく。これを共振

(resonance)という。しかし，実際は減衰があるために無限大に発散することは

ない。 p ω= の場合を共振点(resonance point)とよぶ。実際の構造物のように

減衰定数 hが小さい場合は，共振点で応答がほぼ最大となる。 

t0

x

図3.2　共振  

3.2 減衰強制振動 
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 図 3.3(a)に示す減衰 1 自由度系において，節点 1 に外力 ( )f t が作用している

場合の運動方程式は，図 3.3(b)に示す自由物体図から 
     ( )mx cx kx f t+ + =  (3.9) 

である。外力が調和的であると 
     0 sinmx cx kx F pt+ + =  (3.10) 

と表わせる。書き直すと 

     2 02 sin , ,
2

F k cx h x x pt h
m m km

ω ω ω+ + = = =  (3.11) 

となる。式(3.11)の一般解は，“斉次解(2.23)”と“式(3.11)を満足する 1 つの特

解 px ”をたし合わせたものであるから 

     ( ) 2
1 2cos sin , 1h t

D D p Dx e a t a t x hω ω ω ω ω−= + + = −  (3.12) 

と表わせる。 

m①

k

0

1

c

(a)解析モデル

x

f(t)=F sinpt0 m

(b)自由物体図

kx

cx
・

f(t)=F sinpt0
‥

(-mx)(-mx)

図3.3　調和外力による減衰振動
 

特解を次のように仮定する。 
 ( ) ( ) 1 2sin sin cos cos sin cos sinp p px A pt A pt pt A pt A ptθ θ θ= + = + = +  (3.13) 

なぜならば，特解は，外力と同じ円振動数であるが，減衰力があるために外力

に対して位相差があると予想されるからである。式(3.13)を 2 回連続して微分

すると下式を得る。 
   2 2

1 2 1 2sin cos , cos sinp px pA pt pA pt x p A pt p A pt= − + = − −  

これらと式(3.13)を(3.11)に代入すると 

( ){ }
( ){ }

2 2
1 2

2 2 0
1 2

2 cos

2 sin sin

p A h pA pt

Fh pA p A pt pt
m

ω ω

ω ω

− +

+ − + − =
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となる。この式が時間 tにかかわらず成り立つためには 

( ) ( )2 2 2 2 0
1 2 1 22 0, 2 Fp A h pA h pA p A

m
ω ω ω ω− + = − + − =  

( ) ( )2 2 0
1 2 1 2 21 2 0, 2 1 Fr A hrA hrA r A

mω
∴ − + = − + − =  

である。 1 2,A A について解くと 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 2 2 222 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 4 1 4 1 4
s

F Fhr hr hrA
m m k mr h r r h r r h r

δ
ω

− − −
= ⋅ = ⋅ = ⋅

− + − + − +
 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0
2 2 2 222 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1

1 4 1 4 1 4
s

F Fr r rA
m m k mr h r r h r r h r

δ
ω

− − −
= ⋅ = ⋅ = ⋅

− + − + − +
 

となる。これらを式(3.13)に代入すると特解は 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 22 2 2 2 2 2

2

2 22 2 22 2 2 2 2 2

2 1cos sin
1 4 1 4

2 1cos sin
1 41 4 1 4

p s

s

hr rx pt pt
r h r r h r

hr rpt pt
r h rr h r r h r

δ

δ

⎧ ⎫− −⎪ ⎪= + ⋅⎨ ⎬
− + − +⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫
− −⎪ ⎪= ⋅ + ⋅⎨ ⎬

− +⎪ ⎪− + − +⎩ ⎭

 

となる。ゆえに 

     ( )sinp px A pt θ= +  (3.14) 

( )22 2 21 4
s

pA
r h r

δ
=

− +
 (3.15) 

( ) ( )

2

2 22 2 2 2 2 2

2 1sin , cos
1 4 1 4

hr r

r h r r h r
θ θ− −
= =

− + − +
 (3.16) 

である。一般解は，式(3.14)を(3.12)に代入した下式である。 

     ( ) ( )1 2cos sin sinh t
D D px e a t a t A ptω ω ω θ−= + + +

過渡応答 定常応答

 (3.17) 

 式(3.17)の右辺の第 1 項は，時間とともに消滅し，第 2 項だけ残る。前者を

過渡応答(transient response)という。後者は，初期条件の影響を受けず，定常

応答(steady-state response)という。式(3.16)から，常に sin 0θ < である。すな

わち，調和外力に対する定常振動の位相差は 0π θ− < < であるので，定常振動
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は，調和外力に対して位相が常に遅れる。 

(a)　共振曲線

0

10

20

30

0 0.5 1 1.5

振動数比　p/ω

動
的

応
答

倍
率
　
D

h=0.02

図3．4　調和外力に対する定常振動の動的応答倍率と位相差

0

90

180

0 0.5 1 1.5

振動数比　P/ω

位
相
差
　
θ

h=0.02

h=0.05

h=0.10

h=0.05

h=0.10

0
-π

(b)　位相差

-π/2

 

 過渡応答は時間とともに減少するので，通常，定常応答だけで，減衰調和強

制振動を評価する。定常振動は一定振幅(最大変位) pA で調和振動する。 pA と sδ
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との比は，動的応答倍率(dynamic magnification factor) Dとよばれる。すなわ

ち 

( )22 2 2

1

1 4

p

s

A
D

r h rδ
= =

− +
 (3.18) 

である。共振点( 1r = )では 1 2D h= である。 

 図 3.4(a)に，減衰定数 hをパラメーターとして，動的応答倍率 Dと振動数比

( )r p ω= の関係を示す。これを共振曲線(resonance curve)とよぶ。実際の構造

物の減衰定数は，だいたい 0.1以下であるので， 0.02, 0.05, 0.1h = について共振

曲線を描いた。共振点付近で非常に大きな応答が生じることがわかる。定常振

動の最大変位 pA は 

0
p s

DFA D
k

δ= =  (3.19) 

Dと 0F に比例する。hが小さい場合，共振点付近では，調和外力の振幅 0F より，

動的応答倍率 Dの方が， pA に対してはるかにに大きい影響を及ぼす。 

図 3.4(b)に，調和外力に対する定常振動の位相差を示した。 

 

 例題 3.a 調和強制振動の定常振動における最大変位と最大断面力 

m

H
P

H
P

0F sinpt

(a)橋脚

モデル モデル

m

kxe

0F sinpt

(b)等価

5

xek  =1.33×10 kN/m
4

   =1.33×10 kg･m/s
7

h=0.05

r=p/ω=1

m=9.0×10 kg,  H =24mp

2

図 3.a　調和強制振動の定常振動(橋脚モデル，図1.b参照)
 

 例題 1.b において，固有振動数と振動数が同じである調和強制力 0 sinF tω が

作用する場合，最大変位，柱下端における最大せん断力と最大曲げモーメント

を求めよう。図 3.a に計算条件を示す。等価せん断バネ定数 xek は例題 1.b で求

めた値である。ただし，減衰定数は 0.05h = ， 0F は重力の 20%とする。すなわ
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ち 
5 6 2 3

0 0.2 0.2 9.0 10 9.8 1.76 10 kg m s 1.76 10 kNF mg= = × × × = × ⋅ = ×  

である。 

 0F に対する静的変位は 
     3 4

0 1.76 10 1.33 10 0.132ms xeF kδ = = × × =  

である。 1r = の場合の動的応答倍率は，式(3.18)より 
     1 2 1 2 0.05 10.0D h= = × =  (a) 

であるから，最大変位は 
     max 10.0 0.132 1.32msx Dδ= = × =  (b) 

である。最大変位が， 0F に対する静的変位 sδ の D倍であるということは，ダ

ランベールの原理における質点に作用する荷重が 0F の D倍であるということ

である。それは最大せん断力であるから 
3 4

max 0 10.0 1.76 10 1.76 10 kNS DF= = × × = ×  

である。柱下端の最大曲げモーメントは 
( ) 4 5

max 0 1.76 10 24=4.22 10 kN mpM DF H= = × × × ⋅  

である。 

 

3.3 調和地盤振動に対する減衰応答 

(a)解析モデル

mkx g{-m(x+x )}

(b)自由物体図

‥‥

地盤

① k x

m

xg

絶
対

座
標

の
原

点

0

1

図 3.5　調和地盤振動に対する非減衰振動
 

 図 3.5 は，地盤と構造物の関係をモデル化した図である。構造物は地盤に固

定された質量とバネで構成されている系である。絶対座標系における地盤の変

位を gx ，節点 1 の地盤に対する相対変位を xとする。節点 1 の絶対加速度は，

gx x+ であるから，運動方程式は，図 3.5(b)の自由物体図から 

( ) 0,g gm x x cx kx mx cx kx mx+ + + = ∴ + + = −  (3.20) 
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である。式(3.9)と比較すると，地盤が振動する場合の運動方程式は，外力 ( )f t

を gmx− に置き換えた式と一致する。ただし，xは地盤に対する相対変位である。 

式(3.20)を書き直すと 

     22 , ,
2g

k cx h x x x h
m km

ω ω ω+ + = − = =  (3.21) 

となる。 

地盤が調和振動しているとする。したがって，地盤の絶対変位を 
     0 singx a pt=  (3.22) 

と表わすことができる。絶対加速度は，2 回微分して 

     2
0 singx a p pt= −  (3.23) 

である。式(3.23)を(3.21)に代入すると 
     2 2

02 sinx h x x a p ptω ω+ + =  (3.24) 

となる。この微分方程式は，式(3.11)で 0F mを 2
0a p に置き換えたものである。

したがって，その一般解は，式(3.11)の一般解である式(3.14)・(3.15)・(3.16)

で， sδ を 

     
2 2

20 0 0
02s

F ma p a p a r
k k

δ
ω

= = = =  

に置き換えたものである。ゆえに，式(3.24)の一般解は以下のとおりである。 

     ( ) ( )1 2cos sin sinh t
D D px e a t a t A ptω ω ω θ−= + + +

過渡応答 定常応答

 (3.25) 

( )

2
0

22 2 21 4
p

a rA
r h r

=
− +

 (3.26) 

( ) ( )

2

2 22 2 2 2 2 2

2 1sin , cos
1 4 1 4

hr r

r h r r h r
θ θ− −
= =

− + − +
 (3.27) 

 耐震設計で重要である“地盤の最大絶対加速度 2
0max

( )gx a p= ”に対する“節

点 1 の定常応答の最大絶対加速度 gx x+ ”の比すなわち“加速度応答倍率

max maxa g gD x x x= + ”を求めよう。応答絶対加速度 ( )gx x+ は，式(3.21)を移

項することによって 
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     22gx x h x xω ω+ = − −  (3.28) 

である。 

定常応答の変位は，式(3.25)・(3.26)より 

( )
( )

2
0

22 2 2
sin

1 4

a rx pt
r h r

θ= +
− +

 (3.29) 

である。速度は，式(3.29)を微分して 

( )
( )

2
0

22 2 2
cos

1 4

a rx p pt
r h r

θ= +
− +

 (3.30) 

である。式(3.29)・(3.30)を(3.28)に代入すると 

( )
( ) ( ){ }

( )

( )
( ) ( ){ }

( )
( ) ( ){ }

( )
( ) ( )

2
20

22 2 2

2
0 2

22 2 2

2
0

22 2 2

2 2 2
0

2 2 2 2 22 2 2

sin 2 cos
1 4

sin 2 cos
1 4

sin 2 cos
1 4

1 4 1 2sin cos
1 4 1 41 4

g
a rx x pt h p pt
r h r

a p
pt h p pt

r h r

a p pt hr pt
r h r

a p h r hrpt pt
h r h rr h r

ω θ ω θ

ω
ω θ ω θ

θ θ

θ θ

+ = − + + +
− +

= − + + +
− +

= − + + +
− +

⎧ ⎫+
= − + + +⎨ ⎬

+ +⎩ ⎭− +

 

( )
( )

2 2
2

0 22 2 2

1 4 sin
1 4

g
h rx x a p pt

r h r
θ α+

∴ + = − ⋅ + +
− +

 (3.31) 

2 2 2 2

1 2cos , sin
1 4 1 4

hr
h r h r

α α= =
+ +

 (3.32) 

となる。式(3.23)より 2
maxgx ap= であるから，加速度応答倍率は，  

( )
2 2

max
22 2 2

max

1 4

1 4

g
a

g

x x h rD
x r h r

+ +
= =

− +
 (3.33) 

である。これを図示したのが図 3.6 である。加速度応答倍率 aD は，共振点付近
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で非常に大きい。定常振動の最大応答絶対加速度
maxgx x+ は 

( )2
0maxg ax x D a p+ =  (3.34) 

と書けるから， hが小さい場合，共振点付近では，地盤加速度の振幅 0a より，

加速度応答倍率 aD すなわち振動数比 rの影響の方がはるかに大きい。共振点

( 1r = )では加速度応答倍率 aD は 
2

2 2

1 4 1 1
4 4a
hD
h h

+
= = +  (3.35) 

である。実際の構造物のように減衰定数 hが小さい場合，動的応答倍率 Dと同

じ1 2hである。 

図3.6　加速度応答倍率

0

10

20
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振動数比　p/ω

加
速

度
応
答
倍
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D
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h=0.02

h=0.05

h=0.10

 

 例題 3.b 調和地盤振動の定常振動 

例題 1.b において，地盤が調和振動しているとする。その条件で，以下の問

題を解いてみよう。図 3.b に計算条件を示す。等価せん断バネ定数 xek は例題

1.b で求めた値である。ただし，減衰定数は 0.05h = とする。 
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5

xek  =1.33×10 kN/m
4

   =1.33×10 kg･m/s
7

h=0.05

r=p/ω=1,1±0.1と1±0.2

モデル

m

kxe

m

H
P

H
P

0

‥

gx =-a p sinpt
2

図3.b　調和地盤振動の定常振動(橋脚モデル，図1.b参照)

m=9.0×10 kg,  H =24mp

(b)等価

2

0

‥

gx =-a p sinpt
2

(a)橋脚
モデル

 

（１） 加速度応答倍率と振動数比の関係 

 / 1,1 0.1,1 0.2r p ω= = ± ± について調べよう。 1r = は式(3.35)より 

2 2

1 11 1 10.0
4 4 0.05aD h

= + = + =
×

 

である。 0.9r = と 1.1r = は，式(3.33)より，それぞれ 

( ) ( )
2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2

1 4 1 4 0.05 0.9 4.48
1 4 1 0.9 4 0.05 0.9

a
h rD

r h r

+ + × ×
= = =

− + − + × ×
 

( ) ( )
2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2

1 4 1 4 0.05 1.1 4.24
1 4 1 1.1 4 0.05 1.1

a
h rD

r h r

+ + × ×
= = =

− + − + × ×
 

である。 0.8r = と 1.2r = は，同様に，それぞれ 

( )
2 2

22 2 2

1 4 0.05 0.8 2.72
1 0.8 4 0.05 0.8

aD
+ × ×

= =
− + × ×

 

( )
2 2

22 2 2

1 4 0.05 1.2 2.21
1 1.2 4 0.05 1.2

aD
+ × ×

= =
− + × ×

 

である。加速度応答倍率は，共振点から遠ざかるとともに，急激に減少するこ

とがわかる。 

（２） 最大変位と断面力 

 地 盤 加 速 度 の 振 幅 が 重 力 加 速 度 の 20% す な わ ち 地 盤 加 速 度 が
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0.2 singx g pt= − の条件で， 0.8r = における最大変位と最大断面力を求めよう。 

 最大応答絶対加速度は，式(3.34)より 

( ) 2

max
0.2 2.72 0.2 2.72 0.2 9.8 5.33m sg ax x D g g+ = = × = × × =  

である。ダランベールの原理における最大荷重 maxP は，慣性力だけであるから 

5 6 2 3
max max

9.0 10 5.33 4.80 10 kg×m s 4.80 10 kNgP m x x= + = × × = × = ×  

である。したがって，最大変位は 

     
43

max max 4.80 10 1.33 10 0.361mxex P k= = × × =  

である。この場合，最大せん断力は最大荷重に一致するから 
3

max max 4.80 10 kNS P= = ×  

である。柱下端の最大曲げモーメントは 
3 5

max max 4.8 10 24=1.15 10 kN mpM P H= = × × × ⋅  

である。 

 

3.4 要約 

 調和外力が作用する 1 自由度系の強制振動は，以下のような振動特性を示す。

非減衰強制振動では，“固有円振動数ωの調和振動”と“外力の円振動数 pの

調和振動”に分解できる。 p ω= のとき振動は発散する。これを共振といい，

p ω= の場合を共振点という。減衰強制振動では，“減衰自由振動の円振動数

21D hω ω= − の振動”と“外力の円振動数 pの振動”に分解できる。前者は，

時間とともに消滅し，過渡応答とよばれる。後者は，初期条件の影響を受けず，

定常振動とよばれる。定常振動の振幅は，実際の構造物のように減衰定数が小

さい場合は，共振点付近で非常に大きくなる。その振幅は，“外力の振幅”と

“振動数比 r p ω= ”の影響を受けるが，共振点付近では，振動数比の影響の

方がはるかに大きい。 

 調和絶対加速度で振動する地盤上の減衰 1 自由度系の振動は，上記の減衰強

制振動とほとんど同じ性状を示す。 
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第 4 章 不規則な外力による非減衰および減衰強制振動 
 

不規則に変化する外力に対する応答は，コンピュータの発達した現在では，

数値解析によって近似解を求めるのが一般的である。しかし，厳密解のデュア

メル積分を理解することは，振動を学ぶものにとって重要である。また，第 5

章に述べる擬似応答スペクトルを理解するためにも必要である。この章では，

デュアメル積分を説明する。 
 

4.1 非減衰強制振動に対するデュアメル積分 

 図 4.1(a)に示すような“不規則に変化する外力 ( )f τ が作用する 1 自由度系の

非減衰振動 ( )x τ ”の“時刻 tτ = における変位 ( )x t の厳密解”を求めよう。ただ

し， 0τ < で ( ) 0f τ = で，初期条件は 
( ) ( )0 00 , 0x d x v= =  (4.1) 

とする。 

図 4.1(b)に示す“初期条件(式(4.1))に対する非減衰自由振動の tτ = における

変位 0 ( )x t ”は，式(2.4)より 

     ( ) 0
0 0 cos sinvx t d t tω ω

ω
= +  (4.2) 

である。図 4.1(c)の左図に示すように，tを n分割し， /t nτ∆ = ， (0 )it i i nτ= ∆ ≤ ≤

とする。同図の左図，中間図と右図は，外力が瞬間的な微少時間 10 tτ≤ < ，

1 2t tτ≤ < と 1i it tτ− ≤ < において作用した場合のそれぞれの非減衰振動 1( )x τ ，

2 ( )x τ と ( )ix τ を示している。すなわち，静止状態から微少時間 τ∆ の瞬間外力に

よって加速され，それ以降は非減衰自由振動する。 tτ = における変位 ( )x t は，

線形であるから，初期条件とすべての瞬間外力に対する変位 ( ), ( 0,1, , )ix t i n=

を足し合わせ， n→∞にし，式(4.2)を代入すると 

( ) ( )
0

lim
n

i
n i

x t x t
→∞ =

= ∑  

( ) ( )0
0

1
cos sin lim

n

i
n i

vx t d t t x tω ω
ω →∞ =

∴ = + + ∑  (4.3) 

となる。 
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瞬間外力が 1 ( 1, 2, , )i it t i nτ− ≤ < = だけ作用した場合の ( )ix t を求めよう。 τ∆ は

微少時間であるから，その間の外力は一定 1( ) ( )if f tτ −= と考えることができる。

一定外力によって生じる速度 ( )ix τ は，“ニュートンの運動法則”を変形した“運

動量の変化は力積に等しい”ことから求めることができる。すなわち 

     ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1
i

i i i i it
mx mx t f d f t t

τ
τ τ τ τ− − −− = = −∫  

τ τ0

x

0

τ0

x

0

τΔ
f( )τ

t

τ0

x

f( )τ

t

Δτ

t tt1 2

ix(t)

2x(t)

0

x

f( )τ

t t

Δτ

τf( )

τ
t

(a)非減衰強制振動

0

x

0

f( )τ

t

(b)初期条件に対する非減衰自由振動

0 1

(c)瞬間外力に対する非減衰自由振動

1x(t)

図4.1　デュアメル積分の考え方

iti-1

0d

x(t)

tn-1t2

τ
0x(t)

v0

1

τ

τ τ
τ

v0

1
d0

nt =t 0

 

1( ) 0i ix t − = であるから 
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     ( ) ( ) ( )1
1

i
i i

f t
x t

m
τ τ−

−= −  (4.4) 

である。変位は式(4.4)を積分して 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1
1 1 1

21
1 12

i i

i
i i i i i i it t

i
i i i

f t
x x t x d x t t d

m
f t

x t t
m

τ τ
τ τ τ τ τ

τ

−

−
− − −

−
− −

= + = + −

= + −

∫ ∫
 

である。 ( ) 0i ix t = であるから 

( ) ( ) ( )21
12

i
i i

f t
x t

m
τ τ−

−= −  (4.5) 

である。 

 it における速度と変位は，式(4.4)と(4.5)に 1itτ += を代入すると 

     ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1

i i
i i i i

f t f t
x t t t

m m
τ− −

−= − = ∆  (4.6) 

( ) ( ) ( ) ( )21 1 2
12 2

i i
i i i i

f t f t
x t t t

m m
τ− −

−= − = ∆  (4.7) 

となる。 itτ > では，図 4.1(c)の右図に示すように， ( )i ix t と ( )i ix t を初期条件と

した非減衰自由振動となる。時刻 tの変位は，式(2.4)より 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1

cos sin

cos sin
2

i i
i i i i i

i i
i i

x t
x t x t t t t t

f t f t
t t t t

m m

ω ω
ω

τ τ
ω ω

ω
− −

= − + −

∆ ∆
= − + −

 

である。 0τ∆ → においては，右辺の 2τ∆ の第 1 項は τ∆ の第 2 項に対して無視

できる。 

( ) ( ) ( )1 sini
i i

f t
x t t t

m
τ

ω
ω
− ∆

∴ = −  (4.8) 

時刻 tの変位 ( )x t は，式(4.8)を(4.3)に代入して 

( ) ( ) ( )10
0

1
cos sin sinlim

n
i

i
n i

f tvx t d t t t t
m

τ
ω ω ω

ω ω
−

→∞ =

∆
= + + −∑  
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( ) ( ) ( )0
0 0

1cos sin sin
tvx t d t t f t d

m
ω ω τ ω τ τ

ω ω
∴ = + + −∫  (4.9) 

である。右辺の第 3 項ががデュアメル積分(Duhamel’s integral)である。  

 

例題 4.a 鉛直バネに錘を静かに載せた場合の非減衰振動 

 図 4.a(a)に示す鉛直バネ(バネ定数 k )に，同図(b)に示すように， 0t = で質量m

の錘を静かに載せた場合の振動をデュアメル積分で求めよう。 

k

m

mg

y

載荷後
(b)錘の

k

(a)錘の
載荷前

0

-mg

t

(c)外力

0

y

-δy

y-2δ

(d)変位

図4.a　鉛直バネに錘を載せた場合の非減衰振動

f( )τ

τ
tt

 
力と変位は上方向を正とすると，外力は，図 4.a (c)に示すように一定で 

( )f mgτ = −  

である。したがって，変位 ( )y t は，式(4.9)より 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0

2 0

1 sin sin

cos 1 cos

1 cos 1 cos ,

t t

t

s s

gy t mg t d t d
m
g gt t

k m
mg mgt t
k k

ω τ τ ω τ τ
ω ω

ω τ ω
ω

ω δ ω δ

= − − = − −

= − − = − −

= − − = − − =

∫ ∫

 

である。 sδ は錘を静的に載荷したときの変位である。 ( )y t を図 4a(d)に示す。

すなわち，変位は，錘を載せた瞬間から固有振動数で調和振動し，静的変位 ( )sδ−

を中心として振幅 sδ で振動する。 

 

4.2 減衰強制振動に対するデュアメル積分 

減衰強制振動では，初期条件に対する変位 0 ( )x t が，式(2.24)より 
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     ( ) 0 0
0 0 cos sinh t

D D
D

v h dx t e d t tω ωω ω
ω

− ⎧ ⎫+
= +⎨ ⎬

⎩ ⎭
 (4.10) 

である。 1i it tτ− ≤ < の瞬間外力に対する itτ = の変位 ( )i ix t と速度 ( )i ix t は， 0τ∆ →

において減衰の影響を無視できるので，それぞれ式(4.6)と(4.7)となる。したが

って，変位 ( )ix t は， itτ > では，式(4.6)・(4.7)の ( )i ix t と ( )i ix t を初期条件とした

減衰自由振動となるので，2 次の項の初期変位 ( )i ix t を無視すると，式(2.24)よ

り 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1sin sinih t ti i i h t
i D i D i

D D

x t f t
x t e t t e t t

m
ω ωτ

ω ω
ω ω

− − − −∆
= − = −  (4.11) 

である。 

時刻 tの変位 ( )x t は，式(4.10)・(4.11)を(4.3)に代入して，積分の形にすると 

( )

( ) ( ) ( )

0 0
0

0

cos sin

1 sin

h t
D D

D

t h t
D

D

v h dx t e d t t

f e t d
m

ω

ω τ

ωω ω
ω

τ ω τ τ
ω

−

− −

⎧ ⎫+
= +⎨ ⎬

⎩ ⎭

+ ⋅ −∫
 (4.12) 

となる。 

 

4.3 地盤振動に対する減衰応答のデュアメル積分 

 地盤振動に対する減衰系の運動方程式は，減衰強制振動の運動方程式(4.12)

で，初期条件 0 00, 0d v= = とし，前記したように外力 ( )f t を ( )gmx t− に置き換え

ればよい。したがって，時刻 tにおける変位 ( )x t は  

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 sin
t h t
g D

D

x t x e t dω ττ ω τ τ
ω

− −= − ⋅ −∫  (4.13) 

である。 

 

4.4 要約 

 不規則に変化する外力に対する応答変位の厳密解は，線形であるので，微少

な時間だけ作用する外力によって静止状態から加速された自由振動を積分す

ることによって求めることができる。これをデュアメル積分という。 
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第 5 章 地震応答スペクトル 
 

この章では，古典的で初歩的な耐震設計に用いられる地震応答スペクトルの概念と設

計への適用について述べる。地震応答スペクトルとは，“ある地震の地盤加速度に対す

る 1 自由度系の最大応答値”と“その系の固有周期”の関係を，減衰定数をパラメータ

として図示したものである。 

 

5.1 応答スペクトル 

応
答

加
速

度
応

答
速

度
応

答
変

位

t

t

t

図 5.1　応答スペクトルの作成手順

(b)時刻歴応答波形(a)解析モデル

ｔ

地盤加速度 x 
‥

g

ω
x

h

xg

地盤

スペクトル

(c)加速度応答

h

h

h

1

2

3

a

固有周期 T

最
大

応
答

加
速

度
 
S

S
a

S
S

v
d

 

 図 5.1 に応答スペクトルの作成手順を示す。同図(a)は応答スペクトルを求めるための

解析モデルである。すなわち“固有円振動数ω，減衰定数hの 1 自由度系”が地盤に固

定され，地盤が絶対加速度 ( )gx t で振動する。これに対する系の時刻歴応答値(地盤に対

する相対変位と相対速度，絶対加速度)を計算し，最大応答の絶対値(それぞれ , ,d v aS S S )

を求める(図 5.1(b))。これらの最大応答値をωとhを変えて計算し，最大応答値とω (通

常，固有周期T )の関係を， hをパラメータとしてグラフ化したものが，応答スペクト

ルである。通常，両対数で表示する。図 5.1(c)に加速度応答スペクトルだけを示した。 

 最大応答値は，コンピュータの性能が高くなった現在では，第 15 章で述べる数値計

算よって求めることができる。しかし，昔から用いられ，現在でも用いられている“最

大応答変位だけを求め，それから最大応答速度と最大応答加速度を近似的に求める方
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法”について述べる。 

 応答相対変位は式(4.13)を再掲すると 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

2 0

1 sin

1 sin
1

t h t
g D

D

t h t
g D

x t x e t d

x e t d
h

ω τ

ω τ

τ ω τ τ
ω

τ ω τ τ
ω

− −

− −

= − ⋅ −

= − ⋅ −
−

∫

∫
 (5.1) 

である。応答相対速度は，式(5.1)を微分して 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

2 0

cos

sin
1

t h t
g D

t h t
g D

x t x e t d

h x e t d
h

ω τ

ω τ

τ ω τ τ

τ ω τ τ

− −

− −

= − ⋅ −

+ ⋅ −
−

∫

∫
 (5.2) 

である。応答絶対加速度は式(3.21)を移項し，(5.1)・(5.2)を代入すると 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2 0

0

2

1 2 sin
1

2 cos

g

t h t
g D

t h t
g D

X t x t x t h x x

h x e t d
h

h x e t d

ω τ

ω τ

ω ω

ω τ ω τ τ

ω τ ω τ τ

− −

− −

= + = − −

−
= ⋅ −

−

+ ⋅ −

∫

∫

 (5.3) 

となる。 

 最大応答変位は式(5.1)から 

( ) ( ) ( ) ( )
0 max

1, sin
t h t

d g D
D

S h T x e t dω ττ ω τ τ
ω

− −= ⋅ −∫  (5.4) 

となり，減衰定数hと固有振動数ω (すなわち固有周期T )の関数となる。hをパラメー

タとして，最大応答変位と固有周期の関係を描いた図が，変位応答スペクトル

(displacement response spectrum)である。 

 速度と加速度についても，同様に計算して，応答スペクトルを求めることができる。

しかし，その場合，時間がかかるので，近似的にそれらを求める方法がある。実際の構

造物の減衰定数hは，1 に比べて十分に小さいので，式(5.2)・(5.3)の右辺の第 2 項は無

視でき，また 

2 21 1, 1 2 1h h− ≈ − ≈  (5.5) 

とみなせるので，最大応答速度と最大応答加速度は，それぞれ 

( ) ( ) ( ) ( )
0 max

, cos
t h t

v g DS h T x e t dω ττ ω τ τ− −≈ ⋅ −∫  (5.6) 
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( ) ( ) ( ) ( )
0 max

, sin
t h t

a g DS h T x e t dω τω τ ω τ τ− −≈ ⋅ −∫  (5.7) 

となる。 

 式(5.6)と(5.4)を比較し， cos と sin の違いを無視すると 

( ) ( ) ( ) ( )2, , 1 , ,v D d d dS h T S h T h S h T S h Tω ω ω≈ = − ≈  (5.8) 

となる。式(5.7)と(5.4)を比較し，同様に 

( ) ( )2, ,a dS h T S h Tω≈  (5.9) 

となる。 

これらのスペクトルを，それぞれ擬似速度応答スペクトル(pseudo-velocity response 

spectrum)および擬似加速度応答スペクトル(pseudo-velocity response spectrum)とい

う。これらは厳密な応答スペクトルではない。しかし，ほとんどの場合，応答スペクト

ルは，それほど厳密な用いられ方をしないので，それで十分である。 

 

5.2 設計応答スペクトル 

 応答スペクトルを用いた代表的な耐震設計法を述べる。 

（１） 設計加速度応答スペクトルの作成 

 過去に測定された地震記録を参考として，複数の地盤加速度を作成する。これらに対

する加速度応答スペクトルを計算し，ほぼそれらを包絡する“図 5.2 に示すような直線

で構成する設計応答加速度スペクトル”を設定する。 

 実際に動的解析によって構造断面を決定しようとすると，ある構造条件で，異常に大

きな断面になる場合がある。その理由は，動的解析用の地盤加速度は，通常，直線で構

成された設計加速度応答スペクトルに基づいて作成されるために，固有周期のある範囲

で設計加速度応答スペクトルが，安全側に設定されている場合があるからである。これ

は，動的解析そのもの問題ではなく，それに用いる地盤加速度の問題ではあるが，動的

解析の結果を機械的に信じるべきではない。 
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固有周期

D

T

設
計

応
答

加
速

度

スペクトル
図5.2　設計応答加速度

X
‥

 
(２) 応答スペクトルを用いた設計 

構造物は，一般に多自由度系である。この系が，1 自由度系で近似できる場合は，以

下のように応答スペクトルを用いて設計することができる。 

(a) 応答が弾性範囲の場合 

 1 自由度系に置き換え，その固有周期T をレーリー法(参考文献[2.2])すなわち静的フ

レーム法によって求める。図 5.2 に示す設計加速度応答スペクトルから，それに対応す

る設計応答加速度 DX を求める。この加速度による慣性力{ }DmX− が静的に作用すると

して，部材断面を設計する。 

(b) 応答が塑性域の場合 

x
x

x x

Py

Pe

O

B

A

C

(a)エネルギー一定則

図5.3　エネルギー一定則と変位一定則

y e r

P

D

x
x

Py

Pe

O

(b)変位一定則

y

P

x(=x )er

 

 図 5.3(a)に示すように，置き換えた 1 自由度系の荷重・変位関係が弾完全塑性体(折

れ線OBD )と仮定する。すなわち，変位が yx x< の範囲において荷重・変位関係が線形

であり， yx x= で降伏し， yx x> では荷重が増加しないとする( yP P= )。この 1 自由度

系について， 荷重・変位関係が線形と仮定して(a)の方法で求めた変位を ex ，弾完全塑
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性体と仮定して非線形動的解析で求めた最大応答変位を rx すると，①固有周期が比較

的小さい場合(約 2s以下)，図 5.3(a)に示すように，ひずみエネルギーである三角形 eOx A

と台形 rOx CBが等しい傾向がある，②固有周期が比較的大きい場合は，図 5.3(b)に示す

ように， r ex x= となる傾向がある。前者はエネルギー一定則(property of energy 

conservation)，後者は変位一定則(property of displacement conservation)という。応

答が塑性範囲の場合は，これらの一定則によって最大応答変位 rx を求め，それが許容

変位 ax 以下であるとその断面が合格であると判定する。 

 

 例題 5.a エネルギー一定則 
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図 5.a　エネルギー一定則による耐震設計(橋脚モデル，図1.b参照)

6.28m/s2

 

例題 1.b において，地震による地盤振動を受けていたとする(図 5.a(a)，(b)と(c))。地

震加速度応答スペクトル(道路橋示方書に示されている地震タイプⅡのⅠ種地盤に対す

るスペクトル)を同図(d)に示す。これに対する橋脚の柱の最大応答変位 Bxx を求めよう。

固有周期 1.64s 2sT = < であるので，比較的に周期が小さいとしてエネルギー一定則を
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適用する。図 5.a に計算条件を示す。等価せん断バネ定数 xek は例題 1.b，固有周期T は

例題 2.a で求めた値である。ただし，減衰定数は 0.05h = とする。 

 まず，この 1 自由度系の荷重･変位曲線を定めよう。柱は弾完全塑性体，ゴム支承と

地盤バネは弾性体とする。柱下端の降伏モーメント
48.0 10 kN mPyM = × ⋅ とすると，降

伏荷重は 

4 38.0 10 24 3.33 10 kNy Py PP M H= = × = ×  

である。柱曲げおよび系の降伏変位は，それぞれ 

3 43.33 10 3.97 10 0.0839mBy y Bxx P k= = × × =  

3 43.33 10 1.33 10 0.250my y xex P k= = × × =  

である。したがって，荷重変位曲線は図 5.a(f)のとおりとなる。 

固有周期 1.64sT = に対する最大応答加速度は，図 5.a(d)より 

26.28m sDX =  

である。最大慣性力の大きさは 

5 6 2 39.0 10 6.28 5.65 10 kg m s 5.65 10 kNe DP mX= − = × × = × ⋅ = ×  

である。この荷重に対する系の変位は 

3 45.65 10 1.33 10 =0.425me e xex P k= = × ×  

である。 

 エネルギー一定則に基づいて三角形 eOx Aと台形 rOx CBが等しいことは，三角形

ABDと長方形 e rx x CDが等しいことである。 r ew x x≡ − とおくと 

( ) ( )3 33.33 10 5.65 3.33 10 0.425 0.250 2w× = − × × −  

0.0610 , 0.425 0.0610 0.486mr ew m x x w∴ = = + = + =  

である。地盤の回転バネの剛体回転の変位は小さいので無視する。ゴム支承の変位は 

3 43.33 10 2.00 10 0.167 mRx y Rxx P k= = × × =  

であるから，柱曲げによる変位は 
0.486 0.167 0.319mBr r Rxx x x= − = − =  
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である。降伏変位に対する比率は 

0.319 0.0839 3.80Br Pyx x = =  

である。すなわち，柱は降伏変位の 3.8 倍変位する。柱の許容変位を降伏変位の 5 倍と

すると，この断面は合格である。 

 

5.3 要約 

地震応答スペクトルとは，ある地震による地盤振動(通常，地盤加速度で与えられる)

に対して，1 自由度系の最大応答値(相対変位，相対速度，絶対加速度)と固有周期の関

係を，減衰定数をパラメータとしてグラフ化したものである。 

 地震加速度応答スペクトルを用いる設計は，構造物を 1 自由度系に置き換えて，固

有周期を計算し，その設計加速度応答スペクトルから設計応答加速度を求め，それによ

る慣性力が静的に構造物に作用するとして，部材断面を決定する方法である。 
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第 3 部 多自由度系のモード解析 
 

 
第 3-1 部 行列を用いない“モード解析 

 とその用語”の説明 
 

多自由度系の運動方程式は，連立微分方程式である。その解析手法であるモ

ード解析の最も簡潔な説明は，“連立微分方程式を変数変換と式の重ね合わせ

によって連成しない方程式に変えて解く方法”である。入門者は，この意味を

しっかりと認識することが，理解の早道である。この部では，“モード解析の概

念とその用語”についてやさしく説明する。そのために，①行列の数学的手法

を用いない，②解析モデルとして多自由度系で最も単純な“せん断建物モデル”

を用いる。 

しかし，一般性のあるモード解析理論を理解するためには，“行列”の数学

的知識が必要である。その理論では，直交性という用語が頻繁に用いられる。

この直交性は，ベクトルに関してしっかりとした概念を持ち合わせていない人

にとって，わかりにくい。この部では，行列の数学的知識を学ぶ準備段階とし

て，ベクトルについても説明する。 

 

第 6 章 モード解析の概念 
 

この章では，モード解析(modal analysis)について具体性のある概念を把握

できるように，説明において物理的な意味を重視する。 

 多自由度系の動的解析では， “減衰振動に対しても，ある理由(詳細は第 11

章)から一般に，非減衰振動と全く同じ変数変換と式の重ね合わせによって，連

成しない方程式に変えることができる”と仮定する。したがって，モード解析

の概念を考察する場合，非減衰振動について論ずれば十分である。この章では，

一般性を持たせるために，外力も考慮した非減衰振動について論じる。 

 2 層のせん断建物モデルを図 6.1(a)に示す。この部で，せん断建物モデルを

用いる意義は，モデルが単純なので，モード解析の概念を説明するために適切
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であるからである。このモデルは，例題 1.a で述べたように，一般的に図 6.1(b)

に示すせん断バネ・マスモデルに置き換えることができる。この本では，以降，

せん断建物モデルの図を単純化するために，図 6.1（c)に示すように模式的に表

現する。この図では，各節点の回転が拘束されていることを明確にするような

表現になっている。 
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 図 6.1(d) に自由物体図を示す。左の図は，各節点に実際に作用している力を

示している(仮想の力である慣性力は含まれていない )。“ニュートンの運動の

第 2 法則”から，各節点における力と加速度の関係すなわち運動方程式は 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 2 2 1

2 2 2 2 2 1

m x f t k x k x x

m x f t k x x

= − + −⎧⎪
⎨

= − −⎪⎩

��

��
 (6.1) 

である。ここで， 1 2( , )x x および 1 2( , )m m は，それぞれ節点 1 と節点 2 の変位お

よび質量である。 1k と 2k は要素 1 と要素 2 の剛性である。 ( )1f t と ( )2f t は，節

点 1 と節点 2 に作用する外力である。 

式(6.1)の“第 1 式の右辺の第 3 項”と“第 2 式の右辺の第 2 項”が，要素 2

の復元力で，2 つの節点に相互に作用する力を表わしている。すなわち，それ

らが，2 つの方程式を連成させている項，言い換えれば，連立微分方程式にし

ている項である。それらの項は，“作用反作用の法則”を満足し，大きさが等し

く，方向が反対である。図 6.1(d)の右の図には， “ダランベールの原理”に基

づいた“動的な力のつり合い関係”を示した。 

式(6.1)を振動学で慣習的に扱う形式になおすと 
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( ) ( )
( )

1 1 1 2 1 2 2 1

2 2 2 1 2 2 2

m x k k x k x f t

m x k x k x f t

+ + − =⎧⎪
⎨

− + =⎪⎩

��

��
 (6.2) 

となる。この連立微分方程式は，節点の数(自由度)が多くなると，このままで

は簡単に解くことができない。 

 

6.1 モード解析で“連成しない方程式に変えて解く仕組み” 

モード解析において，連立微分方程式(6.2)を“変数変換と式の重ね合わせ”

によって“連成しない方程式に変える仕組み”を述べる。式(6.2)は， 1 2,x x とそ

れらの 2 次導関数について線形(linear)であるので，2 つの式を適当に重ね合わ

せることによって，以下のような形に変えることができる。 

   
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

* * *
1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1

* * *
2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2

m a x b x k a x b x f t

m a x b x k a x b x f t

⎧ + + + =⎪
⎨

+ + + =⎪⎩

�� ��

�� ��
  ( 1 1 2 2, , ,a b a b は定数) (6.3) 

ここで， 1 2,x x から 1 2,u u への変数変換 

     
1 1 1 1 2

2 2 1 2 2

u a x b x
u a x b x
= +⎧

⎨ = +⎩
   (6.4) 

を考えると，２次導関数は 

     
1 1 1 1 2

2 2 1 2 2

u a x b x
u a x b x
= +⎧

⎨ = +⎩

�� �� ��
�� �� ��

 (6.5) 

となる。式(6.4)・(6.5)を(6.3)に代入すると，連成していない方程式群 

     
( )
( )

* * *
1 1 1 1 1

* * *
2 2 2 2 2

m u k u f t

m u k u f t

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩

��

��
 (6.6) 

を得る。したがって，連成しない微分方程式を得るためには，変数変換式(6.4)

の係数 1 1 2 2, , ,a b a b を求めればよい。なお，式(6.2)が，1 次導関数(減衰力)を含ん

だ線形な連立微分方程式である場合，一般に連成しない方程式に変えることが

できない。 

それでは，実際に係数 1 1 2 2, , ,a b a b を求めてみよう。解析条件は，計算が煩雑

にならないように，図 6.2(a)に示すように， 1 2m m= ， 2m m= および 1 2k k k= =

とする。したがって，運動方程式(6.2)は下式となる。 

( )
( )

1 1 2 1

2 1 2 2

2 2mx kx kx f t

mx kx kx f t

+ − =⎧⎪
⎨

− + =⎪⎩

��

��
 (6.7) 
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変数変
換と式

2

振動系
(b)モード

(c)基準振動 振動の関係
(d)元の系と基準

基準振動の
重ね合わせ

21 1

x

1次基
準振動

準振動

(a)元の系

x1

x2

f (t)1

f (t)2 m =m2

1

2k =k

k =k１

1

*
1f (t)

*
1m

u

*

u2

f (t)* 2
2

1次

21 1

111

2次
2次

1次

*
2

*
1

m

k

k

m =2m
1

0

①

②

22 2

u

u

u

u u

Φ

Φ

ΦΦ

222Φ

2u12Φ

2次基

2

x1 12 2uΦ

11 1uΦ

図6.2　モード解析の概念図

の重ね
合わせ

 
まず，係数 1 1,a b を求めてみよう。式(6.7)の 2 つの式の重ね合わせにおいて，

2 次導関数を 1 1 1 1 2u a x b x= +�� �� �� の形(式(6.5)の第 1 式)にするために，式(6.7)の第 1

式と第 2 式にそれぞれ 1 2a と 1b を乗じて，足し合わせればよい。すなわち 

   ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 22 2

a am a x b x k a b x b x f t b f t⎧ ⎫⎛ ⎞+ + − + − + = +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

�� ��  

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 1 11 1

1 1 1 2 1 1 2 1 1 2
1 1 1

1
1

2
1

2 2
a a bb am a x b x k a x x f t b f t

a a b
u

u

⎧ ⎫− +⎛ ⎞⎪ ⎪∴ + + − + = +⎨ ⎬⎜ ⎟ −⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
�� ��

��	�

�����	����
��

 (6.8) 

となる。左辺の第 2 項の{ }内を 1 1 1 1 2u a x b x= + の形(式(6.4) の第 1 式)にするた

めには， 2x にかかる係数が 1b に一致すればよいから 

( )
( )

1 1 1 2 2
1 1 1 1 1

1 1

2 1 1,
2 2 2
a a b

b b a b a
a b
− +

= ∴ = ∴ = ±
−

 

である。一見，解が 2 つあるように見えるが，式(6.4)の第 1 式と第 2 式の形が

同じであるので， 1 1( , )a b と 2 2( , )a b を同時に求めていたのである。したがって，

係数の解は 

1 1 2 2
1 1,
2 2

b a b a= = −  (6.9) 

である。式からわかるように，係数 1a と 1b あるいは 2a と 2b は，比率だけが一定

な条件で任意に定めることができる。  
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(6.9)を(6.4)に代入すると，変数の変換式 

1 1 1 1 2

2 2 1 2 2

1
2
1
2

u a x a x

u a x a x

⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ = −
⎪⎩

    (6.10) 

が求まる。式(6.9)を(6.8)に代入すると，2 つの連成しない方程式 

     

( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 1 1 2

2 2
2 2 1 2

11
22 2

11
22 2

a amu k u f t f t

a amu k u f t f t

⎧ ⎛ ⎞+ − = +⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ + + = −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

��

��
 (6.11) 

を得る。さらに変形すると 

( )

( )

*
12

1 1 1

*
22

2 2 2

f t
u u

m
f t

u u
m

ω

ω

⎧
+ =⎪⎪

⎨
⎪ + =⎪⎩

��

��
 (6.12) 

     1 2
1 11 , 1
2 2
k k
m m

ω ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (6.13) 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *1 1 2 2
1 1 2 2 1 2,

2 22 2
a a a af t f t f t f t f t f t= + = −  (6.14) 

となる。式(6.11)あるいは(6.12)は，連成していないので容易に 1 2,u u の解を求

めることができる。 

元の変数 1 2,x x の解を求めるには， 1 2,u u から 1 2,x x へ逆に変数変換してやれば

よい。その変換式は，式(6.10)を， 1x と 2x について解くことによって，求める

ことができる。すなわち 

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

x u u
x u u

φ φ
φ φ

= +⎧
⎨ = +⎩

 (6.15) 

     11 12 21 22
1 2 1 2

1 1 1 1, , ,
2 2 2 2a a a a

φ φ φ φ= = = = −  (6.16) 

である。同様に，係数 11φ と 21φ あるいは 12φ と 22φ は，比率だけ一定な条件で任意

に定めることができる。 
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ここで，『係数“ 11φ と 21φ あるいは 12φ と 22φ ”すなわち“ 1a と 1b あるいは 2a と 2b ”

は，比率だけ一定な条件で任意に定めることができる』すなわち『式(6.10)・

(6.11)の 1 2,a a は任意に定めることができる』という意味について考察してみよ

う。式(6.10)・(6.11)の 1 2,a a がある値に設定し，任意の定数 1λ と 2λ を，それぞ

れを式(6.10)・(6.11)の第 1 式と第 2 式の両辺に乗じると 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 2

2 2 2 2 1 2 2 2

1
2
1
2

u a x a x

u a x a x

λ λ λ

λ λ λ

⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ = −
⎪⎩

    (6.17) 

     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
1 1 1 1 1 2

2 2 2 2
2 2 2 2 1 2

11
22 2

11
22 2

a a
m u k u f t f t

a a
m u k u f t f t

λ λ
λ λ

λ λ
λ λ

⎧ ⎛ ⎞+ − = +⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ + + = −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

��

��
 (6.18) 

となる。新しい係数を 1 1 1 2 2 2,A a A aλ λ≡ ≡ とし，それに対応した新しい変数を

1 1 1 2 2 2,U u U uλ λ≡ ≡ とすると，変換式(6.17)と微分方程式(6.18)は，それぞれ 

1 1 1 1 2

2 2 1 2 2

1
2
1
2

U A x A x

U A x A x

⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ = −
⎪⎩

    (6.19) 

     

( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 1 1 2

2 2
2 2 1 2

11
22 2

11
22 2

A AmU k U f t f t

A AmU k U f t f t

⎧ ⎛ ⎞+ − = +⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ + + = −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

��

��
 (6.20) 

となる。式の誘導からわかるように，係数の値を変えると，新しい変数がそれ

に比例して変化するので，元の変数は変動しない。 

 

以上の解析について，図 6.2 の“モード解析の概念図”を参考にしながら，

考察してみよう。 

① 一般化座標 自由度 rの系で， r個の互いに独立な変数によって，その系

の状態が完全に決定できるとき，それらの変数を一般化座標 (generalized 
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coordinate)とよぶ。したがって，元の変位の組 1 2( , )x x は一般化座標である。新

しい変数の組 1 2( , )u u は，系の状態を直接的に表わしているわけではないが，や

はり一般化座標である。座標とよぶ理由は，それによって座標系が構成される

からである(詳細は第 19 章) 

② 基準座標とモード振動系 連立微分方程式を“変数変換と式の重ね合わ

せ”によって連成しない方程式に変えたとき，その新しい変数 1u と 2u を基準座

標(normal coordinate)とよぶ。したがって， 1 2,u u は一般化座標であるととも

に基準座標である。  

連成していない方程式(6.11)すなわち基準座標 1u と 2u に対する方程式群は，

それぞれ 1 自由度系の運動方程式の形態をなしている。したがって， 1u と 2u は，

図 6.2(b)に示すように，それぞれが動的な力がつり合った 1 自由度系の変位と

みなすことができる。これらの系を，モード振動系とよぶことにする。2 つの

モード振動系は，それらの方程式からわかるように，元の系に対する固有の系

であり，1 自由度系でもあるので，式(6.13)に示すように，固有円振動数 1 2,ω ω を

持つ。基準座標とモード振動系は，固有円振動数の小さい方から，1 次，2 次，・・・

とよぶ。モード振動系および“その変位である基準座標”は，理論上の概念で

あるが，連成振動を理論的に扱うために大変有効である。 

③ 基準振動 元の系の変位を，以下に示すように，基準座標 1u と 2u に対応す

る変位に分離して考えると，式(6.15)より 

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

1 2

x u u
x u u

φ φ
φ φ

= +
= +�	
 ��	�


次基準振動 次基準振動

 

である。それぞれの振動は，図 6.2(c)に示すように，常に一定な形状で振動す

る。 1u と 2u に対応する振動を，それぞれ 1 次と 2 次基準振動(normal vibration)

あるいはモード振動(modal vibration)とよぶ。すなわち，元の系の振動は，図

6.2(d)に示すように，互いに連成していない基準振動によって構成されており，

それぞれの基準振動は固有な振動形と固有円振動数を持っている。 

図 6.3 は，図 6.2 の問題で外力を 0 とした場合(式(6.7)で 1 2( ) ( ) 0f t f t= = )す

なわち自由振動(元の変位)の解析結果である。初期条件を 1 20.25, 1.0x x= = とし

た。図には基準振動も示してある。これらの基準振動は，非減衰自由振動なの
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で，調和振動で，それらを足し合わせたのが元の変位である。 

(b)節点 2

1.0

0

-1.0

変
位

 
x

(a)節点 1

1.0

0

-1.0

変
位

 
x

2π /ω

21

t t

2次基準振動 2次基準振動

1次基準振動 1次基準振動

12π /ω1

図6.3　元の変位と基準振動の関係

元の変位 元の変位

 
④ モードベクトル 基準振動の振動形を表わす列ベクトル 

1 211 12

21 22

1 2

1 1
2 2

,
1 1
2 2

a a

a a

φ φ
φ φ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪ ⎪−
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

は，1 次，2 次のモードベクトル(modal vector)，基準モード(normal mode)，

モード形(modal shape)あるいは単にモード(mode)という。この本では，標準

形固有値問題の固有ベクトル(eigenvector)と区別するために，以降，モードベ

クトルとよぶことにする。 

Φ  =121

Φ  =1/ 211 √

Φ  =122

√Φ  =-1/ 212

(b)2次モード(a)1次モード

図6.4　最大の成分を1としたモード図
 

モードベクトルの成分は，上記のように、比率だけ一定の条件で任意の値を

とることができる。成分の値を定めるために，通常，各モードベクトルで，①
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大きい方の成分を 1 にする方法，②後で述べる正規化する方法が用いられる。

ここでは，①の方法を用いると，1 次と 2 次モードベクトルは次式となる。  

     
11 12

21 22

1 2 1 2,
1 1

φ φ
φ φ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫ −⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

これを図示したのが，モード図である(図 6.4)。これは図 6.2(c)に示す基準振動

の振動形を表わし，動的解析プログラムを用いて解析する場合，入力データの

正誤の判定や地震時に大きな応答が生じる基準振動の把握などに用いられる重

要な図である。なお，モード解析の名称は，以上のモードという名に起因する。  

⑤ “基準振動”と“モード振動系の振動”の相違  

 元の系の振動(図 6.2 (a)あるいは(d))およびモード振動系の振動(同図(b))が，

各節点で動的な力がつり合っている系の振動であるのに対して，同図(d)に示す

基準振動は，そのような系の振動ではなく，単に元の振動を基準振動に分離で

きることを表わしているにすぎない。 

 
6.2 モード解析の物理的な意味 

モード解析について，さらに深く理解するために，通常のモード解析の手順

を追って，その物理的な意味を考察してみよう。 

（１） 固有値解析 

 基準座標 1 2,u u  と元の変数 1 2,x x の変換式(6.15)を再掲すると 

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

x u u
x u u

φ φ
φ φ

= +⎧
⎨ = +⎩

 (6.21) 

である。“モードベクトル 11 21 12 22( , ), ( , )φ φ φ φ ”と，“モード振動系の固有円振動数

1 2,ω ω ”を求めることを固有値解析(eigenvalue analysis)という。この解析で

は，前節の計算過程からわかるように，外力は関与しないので，非減衰自由振

動について解けばよい。 

非減衰自由振動の運動方程式は，式(6.7)から外力を除いた 

1 1 2

2 1 2

2 2 0
0

mx kx kx
mx kx kx

+ − =⎧
⎨ − + =⎩

��
��

 (6.22) 

である(図 6.2(a)参照)。モード振動系の変位 1 2,u u (図 6.2(b)参照)は，それぞれ 1

自由度系の非減衰自由振動であるので，それらの一般解は，式(2.8)より以下の
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ように表わすことができる。 
     ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2cos , cosu A t u A tω θ ω θ= + = +  (6.23) 

ここで， 1 2 1, ,A A θ と 2θ は初期条件から決まる定数である。(6.23)式を(6.21)に代

入すると 

( ) ( )
( ) ( )

1 11 1 1 1 12 2 2 2

2 21 1 1 1 22 2 2 2

cos cos

cos cos

x A t A t

x A t A t

φ ω θ φ ω θ

φ ω θ φ ω θ

= + + +⎧⎪
⎨

= + + +⎪⎩
 (6.24) 

となる。両式を 2 回微分すると以下の式を得る。 

( ) ( )
( ) ( )

2 2
1 11 1 1 1 1 12 2 2 2 2

2 2
2 21 1 1 1 1 22 2 2 2 2

cos cos

cos cos

x A t A t

x A t A t

φ ω ω θ φ ω ω θ

φ ω ω θ φ ω ω θ

⎧ = − + − +⎪
⎨

= − + − +⎪⎩

��

��
 (6.25) 

 式(6.24)・(6.25)を(6.22)に代入すると 

     

( ){ } ( )

( ){ } ( )

( ){ } ( )

( ){ } ( )

2
1 11 21 1 1 1

2
2 12 22 2 2 2

2
11 1 21 1 1 1

2
12 2 22 2 2 2

2 cos

2 cos 0

cos

cos 0

m k k A t

m k k A t

k m k A t

k m k A t

ω φ φ ω θ

ω φ φ ω θ

φ ω φ ω θ

φ ω φ ω θ

⎧ − + − +
⎪
⎪ + − + − + =⎪
⎨
− + − + +⎪

⎪
⎪ + − + − + + =⎩

 (6.26) 

となる。これらの式が，時刻 tにかかわらず成り立つためには 

     
( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 11 21 2 12 22

2 2
11 1 21 12 2 22

2 0, 2 0

0, 0

m k k m k k

k m k k m k

ω φ φ ω φ φ

φ ω φ φ ω φ

⎧ − + − = − + − =⎪
⎨
− + − + = − + − + =⎪⎩

 

でなければならない。これらの 11 12 21 22, , ,φ φ φ φ に関する連立 1 次方程式は，以下

のように， 11 21,φ φ と 12 22,φ φ に関する 2 つの連立 1 次方程式 

     
( )

( )

2
1 11 21

2
11 1 21

2 0

0

m k k

k m k

ω φ φ

φ ω φ

⎧ − + − =⎪
⎨
− + − + =⎪⎩

  
( )

( )

2
2 12 22

2
12 2 22

2 0

0

m k k

k m k

ω φ φ

φ ω φ

⎧ − + − =⎪
⎨
− + − + =⎪⎩

 

に分離することができる。この 2 つは全く同じ連立 1 次方程式であるので，あ

らためて 1ω と 2ω をωに， 11φ と 12φ を 1φ に， 21φ と 22φ を 2φ に置き換えると，以下

のように，両式は 1 つの連立 1 次方程式に統合される。 

     
( )

( )

2
1 2

2
1 2

2 0

0

m k k

k m k

ω φ φ

φ ω φ

⎧ − + − =⎪
⎨
− + − + =⎪⎩

 (6.27) 
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この 1 2,φ φ に関する連立同次方程式が， 1 2 0φ φ= = (自明の解，振動しない解)

以外の解(振動する解)が存在する条件は，係数行列の行列式が 0 となる場合で

ある(第 8 章参照)。すなわち 

     
( )2

2

2
0

m k k

k m k

ω

ω

− + −
=

− − +
 (6.28) 

である。この行列式を展開し，因数分解すると 

     2 2 0
2 2
k km k m kω ω⎛ ⎞⎛ ⎞− + − − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

となる。すなわち，ωは 2 つ解があり 

     1 2
1 11 , 1
2 2
k k
m m

ω ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (6.29) 

それぞれが 1 次と 2 次モード振動系の固有円振動数である。 

連立同次方程式(6.27)の第 1 式と第 2 式は，係数行列の行列式が 0 であるの

で，同一の式である。第 2 式を変形すると 

     
2

1

2

m k
k

φ ω
φ

− +
=  (6.30) 

となる。式(6.29)の 1ω と 2ω を代入すると，1 次と 2 次モードベクトルは 

     11 12

21 22

1 1,
2 2

φ φ
φ φ

= = −  (6.31) 

となる。φの添え字は，前が節点番号を，後がモードベクトルの次数(以降，モ

ードの次数)を表わす。モードベクトルの大きい成分を 1 にすると，1 次および

2 次モードベクトルは次式となる。 

     
11 12

21 22

1 2 1 2,
1 1

φ φ
φ φ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫ −⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (6.32) 

（２） 連成しない方程式の構築 
モード解析において，固有値解析で求めた変数変換式(6.15)を非減衰強制振

動の運動方程式(6.7)に代入後，“式を重ね合わせることによって，連成しない

方程式(モード振動系の運動方程式)に変える仕組み”の物理的な意味は，仮想

仕事の原理(principle of virtual work)を適用するとわかりやすい。この原理は

“平衡状態にある(力がつり合っている)系に，拘束条件を満足する任意の微小
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変位(仮想変位)を与える間に，その系に作用しているすべての力のなす仕事(仮

想仕事)は 0 である”。この仕事には拘束力は関与しない。なぜならば，拘束力

は，拘束条件を満足する変位に対して常に直角に働くからである。この原理は，

力がつり合っているので，至極当然のことをいっているにすぎないが，解析に

よっては強力な手段となる。この原理は，動的な力がつり合っている系にも適

用できる。 

2δx

(-m   u )

2m

m

k(   -   )u22 12 2k(   -   )u21 11 1

(-2m   u )2(-2m   u )1

k(   -   )u21 11 1 k(   -   )u22 12 2

k   u12 2k   u11 1

f (t)1

2f (t)

u 111 u12 2

u22 2

1次基準振動2次基準振動

2次

*

2m

u2

*
2k

1次

m 1

*

k 1

*

u1

(b)モード振動系の

11

u21Φ Φ

Φ Φ Φ Φ

Φ Φ Φ Φ

Φ Φ

Φ Φ

Φ Φ

*

2f (t)

f (t)
*

1

1

12

‥ ‥

x 1

x 2

1Φ21
‥

(-m   u )Φ22 2
‥

図 6.5　連成しない方程式を構築するための仮想仕事の原理の適用

δx1

21Φ δu1 22Φ 2δu

Φ12 2δu11δuΦ 1

uδ 1

uδ 2

2

1

0

(a)元の系の変位，基準振動と仮想変位 変位と仮想変位

 

図 6.5(a)は，時刻 tにおける，元の系の動的な力のつりあい状態を示している。

ただし，元の変位 1 2,x x は，基準振動に分離してある。この図では，各基準振動

に対応する慣性力と復元力を示した。なお，2 次基準振動は，実際は図 6.2(d)

に示すように，節点 1 と節点 2 の変位は符号が逆であるが，ここでは感覚的に

わかりやすいように，両方とも正の符号で表現した。節点 1 と節点 2 の動的な

力のつり合い状態を式で表わすと，それぞれ 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

111 21 1 12 22 211 1 12 2

211 21 1 12 22 221 1 22 2

1 21 2

02 22 2
0

f tk u k um u m u
f tk u k um u m u

φ φ φ φφ φ
φ φ φ φφ φ

− =+ + +− −
− =+ + +− − − −

�� ��
�� ����	�
 ��	�
����	���
 ����	���


次基準振 次基準振次基準振 次基準振
動の慣性力 動の慣性力動の復元力 動の復元力

 (6.33) 

となる。式(6.33)の第 1 式では，要素 1 と要素 2 の復元力が足し合わされてい

土木/建築技術者のための基礎から学ぶ振動学

civil-eye.com webセミナー 63/251 （株）CRCソリューションズ



竹名 興英 

温留漢    共著 

                              亀岡 裕行 

ることに注意。 

 ある基準振動の慣性力あるいは復元力は，他の基準振動の変位に対して仕事

をしないことを示したいので，節点 1 と節点 2 の“元の変位に対する仮想変位”

として，時刻 tと微小時間後 t t+ ∆ の間における微小変位 1 2,x xδ δ を用いる。そ

れに対応する“基準座標の仮想変位”を 1 2,u uδ δ とすると，式(6.21)より次の関

係がある。 

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

1

2

1 2

x u u
x u u

δ φ δ φ δ
δ φ δ φ δ

= + ←
= + ←��	�
 ��	�


節点 の仮想変位

節点 の仮想変位

次基準振動 次基準振動
の仮想変位 の仮想変位

 (6.34) 

1 次基準振動の慣性力(式(6.33)参照)の仮想仕事 1FW∆ は，式(6.34)より 

( ) ( )
( ) ( )

1 11 1 1 21 1 2

11 1 11 1 12 2 21 1 21 1 22 2

2

2
FW m u x m u x

m u u u m u u u

φ δ φ δ

φ φ δ φ δ φ φ δ φ δ

∆ = − + −

= − + − +

�� ��

�� ��
 

( ) ( )2 2
11 11 21 1 1 11 12 21 22 1 2

21

2 2W m u u m u uφ φ δ φ φ φ φ δ∴ ∆ = − + − +�� ��
�����	����
����	���


次基準振動の仮想変位に対する仕事次基準振動の仮想変位に対する仕事

 (6.35) 

である。右辺の第 2 項の 2 次基準振動の仮想変位に対する仕事に，モードベク

トルの値(式(6.32))を代入すると以下のとおりとなる。 

( )11 12 21 22 1 2 1 2
1 12 2 1 1 0
2 2

m u u m u uφ φ φ φ δ δ
⎛ ⎞⎛ ⎞− + = − ⋅ − + ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
�� ��  (6.36) 

1 次基準振動の復元力(式(6.33)参照)の仮想仕事 1QW∆ は，式(6.34)より 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 11 21 1 1 11 21 1 2

11 21 1 11 1 12 2 11 21 1 21 1 22 2

2

2
QW k u x k u x

k u u u k u u u

φ φ δ φ φ δ

φ φ φ δ φ δ φ φ φ δ φ δ

∆ = − − ⋅ + − ⋅

= − − ⋅ + + − ⋅ +
 

( )

( )

2 2
1 11 11 21 21 1 1

11 12 21 12 11 22 21 22 1 2

1

2

2 2

2

QW k u u

k u u

φ φ φ φ δ

φ φ φ φ φ φ φ φ δ

∴ ∆ = − − +

− − − +

������	�����


��������	�������


次基準振動の仮想変位に対する仕事

次基準振動の仮想変位に対する仕事

 (6.37) 

である。右辺の第 2 項の 2 次基準振動の仮想変位に対する仕事に，モードベク

トルの値(式(6.32))を代入すると以下のとおりとなる。 

( )11 12 21 12 11 22 21 22 1 2

2 2

2

1 1 1 12 1 1 1 1 0
2 2 2 2

k u u

k u u

φ φ φ φ φ φ φ φ δ

δ

− − − +

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ − − ⋅ − − ⋅ + ⋅ =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

 (6.38) 
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すなわち，ある基準振動の慣性力あるいは復元力は，他の基準振動の微少変

位に対して，常に仕事をしないことを意味している。これは，基準振動が互い

に連成していないから当然のことである。この性質を基準振動の直交性

(orthogonality)という。これは，幾何学上で，“直交しているベクトルの内積は

0 である”からきている。それについては，次節で説明する。 

結局，1 次基準振動の慣性力と復元力の仮想仕事はそれぞれ 

( )2 2
1 11 21 1 12FW m u uφ φ δ∆ = − + ��  (6.39) 

( ) ( ){ }22 2 2
1 11 11 21 21 1 1 11 21 11 1 12 2QW k u u k u uφ φ φ φ δ φ φ φ δ∆ = − − + = − + −  (6.40) 

である。同様に，2 次基準振動の慣性力と復元力の仮想仕事は，それぞれ 

( )2 2
2 12 22 2 22FW m u uφ φ δ∆ = − + ��  (6.41) 

( ){ }22
2 12 22 12 2 2QW k u uφ φ φ δ∆ = − + −  (6.42) 

である。外力の仮想仕事は 
( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

1 1 2 2

1 11 1 12 2 2 21 1 22 2

11 1 21 2 1 12 1 22 2 2

fW f t x f t x

f t u u f t u u

f t f t u f t f t u

δ δ

φ δ φ δ φ δ φ δ

φ φ δ φ φ δ

∆ = +

= + + +

= + + +

 (6.43) 

である。 

 仮想仕事の合計は 0 であるから以下の式が成り立つ。 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

1 1 2 2

22 2 2
11 21 1 11 21 11 11 1 21 2 1

22 2 2
12 22 1 12 22 12 12 1 22 2 2

2

2 0

F Q F Q fW W W W W W

m u k f t f t u

m u k f t f t u

φ φ φ φ φ φ φ δ

φ φ φ φ φ φ φ δ

∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ∆

⎡ ⎤= − + − + − + +
⎣ ⎦
⎡ ⎤+ − + − + − + + =
⎣ ⎦

��

��

 (6.44) 

本来，仮想変位は任意であるから， 1uδ と 2uδ の値にかかわらず，式(6.44)が

成立しなければならない。したがって，それらにかかっている項が，0 でなけ

ればならない。ゆえに 
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( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

22 2 2
11 21 1 11 21 11 1 11 1 21 2

22 2 2
12 22 2 12 22 12 2 12 1 22 2

2 0

2 0

m u k u f t f t

m u k u f t f t

φ φ φ φ φ φ φ

φ φ φ φ φ φ φ

⎧− + − + − + + =⎪
⎨
− + − + − + + =⎪⎩

��

��
 (6.45) 

である。第 1 式と 2 式が，それぞれ 1 次と 2 次のモード振動系の運動方程式で

ある。 

もし仮想変位を 2 0uδ = に設定すると，式(6.44)で 2 次のモード振動系の運動

方程式が消滅する。すなわち，s次モードの運動方程式だけを求めるには，s次

モード振動系以外の仮想変位を 0 に設定すればよい。 

式(6.45)にモードベクトルの値(式(6.32))を代入すると，以下のように，連成

しない方程式が求まる。 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2

2 2 1 2

12 2 2
2

12 2 2
2

mu k u f t f t

mu k u f t f t

⎧ + − = +⎪⎪
⎨
⎪ + + = − +
⎪⎩

��

��
 (6.46) 

これらの式を 2 で割ると，前節と一致する。 

 モード解析の“連成しない方程式に変える仕組み”の数学的に厳密な説明は，

は第 19 章で述べる。 

 

6.3 ベクトルと基準振動の直交性 

O
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図 6.6　ベクトルとその内積

(b)ベクトルの内積
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（１） ベクトル，その内積および直交 

 この項では，われわれが存在する空間に当てはめて理解できるベクトルを説

明する。ここでは説明を簡単にするために平面で論じるが，そのまま多次元空

間に拡張できるので，一般性を持たせる意味で“空間”という言葉を用いる。 

 (a) ベクトル  

質量は大きさだけをもつ量である。このような量をスカラーとよぶ。これに

対して，力や速度は，大きさと向きをもつ量である。このような量をベクトル

といい，それぞれ矢印のついた文字 ,F v
JG G

で表す。 

図 6.6(a)に示すように，質点が，時刻 tにおいて空間の原点 Pに位置し，力 F
JG

を受けている。微小時間 t∆ 後に，質点が点Qへ微小変位 ∆
JG
したとする。 

時刻 tにおける質点の位置 Pは，適当に定めた点Oを始点とし終点を Pとし

た“大きさと方向を持った線分(有向線分)”で，その空間において幾何学的に

表すことができる。このベクトルを位置ベクトルといい，記号OP
JJJG

で表す。そ

の時刻 tの力 F
JG

は，始点を Pとしたベクトルで表現できる。 t∆ が微小であるの

で， t t t t≤ ≤ + ∆ における力は，図 6.6(a)に示すように，“時々刻々と直線上を

移動する質点の位置”を始点とし，大きさと方向が同じである有向線分として

表現できる。このように，“大きさと向きが等しいベクトル”すなわち“ディメ

ンジョンが同じで，平行移動によって完全に重なり合うベクトルは”は一般に

等しいと考える。ただし，位置ベクトルだけは，“始点が原点O”という条件

が加わる。 

ベクトルを代数的に扱うには，図 6.6(a)に示すように， xy直交座標系を用い

る。ベクトル a
G
は，x軸方向と y軸方向の基本ベクトル(単位長さのベクトル) xe

JJG

と ye
JJG

によって表わすことができる。すなわち 

x x y ya a e a e= +
G JJG JJG

 (6.47) 

である。ここで， xa と ya は，それぞれ a
G
の x方向と y方向の成分である。 

もう 1 つの方法は，ベクトルを座標系の成分の配列すなわち数ベクトルで表

わす方法である。この方法では，成分の配列番地の意味が暗黙に了解されてい

ることが前提にある。たとえば，力，微小変位，速度，加速度は，通常，成分

を縦に並べた列ベクトルで表わし，番地の 1 行と 2 行は，以下のように，それ

ぞれ xy座標系の x軸方向と y軸方向の成分を意味している。 
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, , ,x

y

xy x

xy y

F x x x
F v a

F y y y
∆ ←⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= ∆ = = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬∆ ←⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭

JG JG G G� ��
� ��

座標系の 軸方向の成分

座標系の 軸方向の成分
 (6.48) 

これらの数ベクトルは，横に並べた行ベクトルで表わしてもいいのだが，ベ

クトルにおける積の約束事の都合から，主に列ベクトルで表現する。式(6.48)

の数ベクトルは，すべて共通の座標系の成分で表されているが，数ベクトルで

注意しなければならないことは，同一のベクトルを同じ空間において異なる座

標系の成分で表す場合があることである。したがって，ベクトルが数ベクトル

で表されている場合，それがいかなる座標系の成分で表されているかを意識す

ることは重要なことである。 

 (b) ベクトルの内積と直交 

2 つのベクトル ,a b
G G

を考える。それらを基本ベクトルで表わすと 
,x x y y x x y ya a e a e b b e b e= + = +

G JJG JJG G JJG JJG
      (6.49) 

となる。数ベクトルで表すと 

{ } { },x x

y y

a b
a a b b

a b
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= = = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

G G
      (6.50) 

である。もし両ベクトルの始点が一致していない場合は，ベクトルは平行移動

しても変わらないから，図 6.6(b)に示すように，平行移動させて始点を一致さ

せる。そのとき，2 つのベクトルの内積を a b
G G
i で表し，以下のように定義する。 

     cosa b ab θ=
G G
i  (6.51) 

ここで，θ は両ベクトルが作る 2 つの角で小さい方で， aと bはそれぞれのベ

クトルの大きさ，すなわち 

     2 2 2 2,x y x ya a a b b b= + = +  (6.52) 

である。この定義から，“2 つのベクトルが直交する場合( / 2θ π= )は内積が 0

である”ことがわかる。 

 内積を式(6.49)の基本ベクトルで表わした式で計算すると 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x x y y x x y y

x x x x y y y y x y x y y x x y

a b a e a e b e b e

a b e e a b e e a b e e a b e e

= + +

= + + +

G G JJG JJG JJG JJG
i i

JJG JJG JJG JJG JJG JJG JJG JJG
i i i i

 (6.53) 

となる。 x軸と y軸が直交していることを考慮すると，相異なる方向の基本ベ

クトルの内積および同じ基本ベクトルの内積は，それぞれ 
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1 1cos 2 0, 1 1cos 0 1x y x x y ye e e e e eπ= ⋅ = = = ⋅ =
JJG JJG JJG JJG JJG JJG
i i i  (6.54) 

である。式(6.53)に(6.54)を代入すると次式となる。 

x x y ya b a b a b= +
G G
i  (6.55) 

また，内積を数ベクトルで表わす場合，次のような約束になっている。 

{ } { } { } { } { }
T

T x x x
x y

y y y

a b b
a b a b a b a a

a b b
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= = = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

G G
i i  (6.56) 

ここで，{ }Ta は列ベクトル{ }a を行ベクトルに転置することを意味している。

したがって，数ベクトルで表わした内積は，式(6.55)から 

{ } { } { }
T

x x x x x
x y x x y y

y y y y y

a b a b b
a b a a a b a b

a b a b b
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= = = = +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

i i  (6.57) 

である。 

数ベクトルで表す方法のすぐれている点は，ベクトルそのものより，それを

構成する成分が強調されていることである。このことは，多次元ベクトルある

いは多次元座標系への拡張につながっている。 

（２） 基準振動の直交性 
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δ
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(a)基準振動の直交性 (b)基準モードの直交性

図6.7　基準振動とモードベクトルの直交性
 

 図 6.5 の問題に戻ろう。図 6.7 に示すように，元の変位 1x と 2x をそれぞれ横

軸と縦軸とした 1 2x x 直交座標系を考える(2 種類のベクトルが重ならないよう

に，同じ座標系を同 6.7(a)と(b)に示した)。点 1 2( , )R x x は，時刻 tにおいて，節

点 1 と節点 2 の変位がそれぞれ 1x と 2x であることを意味している。この座標系
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の存在する空間は，実在する空間でなく，理論上の空間である。 

変位ベクトル 

1

2

x
OR

x
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

JJJG
 (6.58) 

は位置ベクトルである。 

時刻 tの微小時間 t∆ 後における，2 次基準振動の節点 1 と節点 2 の微小変位

12 2uφ δ と 22 2uφ δ は， 1 2x x 座標系において，図 6.7(a)に示すように，点 Rを始点と

した微小変位ベクトル 2∆
JJG

の 1x 軸方向と 2x 軸方向の成分とみなすことができる。

すなわち 

12 2
2

22 2

u
u

φ δ
φ δ
⎧ ⎫

∆ = ⎨ ⎬
⎩ ⎭

JJG
 (6.59) 

である。同様に，時刻 tにおいて，点 Rを始点とした 1 次基準振動の慣性力ベ

クトル 1F
JJG

 

11 1
1

21 1

2m u
F

m u
φ
φ

−⎧ ⎫
= ⎨ ⎬−⎩ ⎭

JJG ��
��

 (6.60) 

を考えることができる。 t∆ は微小時間であるので，その間の慣性力 1F
JJG

は変化し

ない。したがって， 1F
JJG

と 2∆
JJG

の内積 1 2F ∆
JJG JJG
i は，その間の仕事である。式(6.57)か

ら 

11 1 12 2
1 2 11 1 12 2 21 1 22 2

21 1 22 2

2
2

Tm u u
F m u u m u u

m u u
φ φ δ

φ φ δ φ φ δ
φ φ δ

−⎧ ⎫ ⎧ ⎫
∆ = = − ⋅ − ⋅⎨ ⎬ ⎨ ⎬−⎩ ⎭ ⎩ ⎭

JJG JJG ��
�� ��i  (6.61) 

である。式(6.36)より最右辺が 0 である。 

1 2 0F ∆ =
JJG JJG
i  (6.62) 

すなわち，この理論上の空間において，ある基準振動の慣性力ベクトルと別の

基準振動の微小変位ベクトルは直交する。これが慣性力に対する基準振動の“直

交性”とよばれるゆえんである。式(6.61)の最右辺に着目すると，第 1 項と第 2

項は，それぞれ節点 1 と節点 2 の 1 次基準振動の慣性力が 2 次基準振動の微小

変位に対してなした仕事である。式(6.62)は，これらの仕事の合計が常に 0 で

あるということである。これが慣性力に対する基準振動の直交性の物理的な意

味である。 

変位 1x と 2x が座標とよばれるのは，上記のように，それらによって理論上の
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座標系が構成されるからである。 

式(6.62)を変形すると 

11 12
1 2

21 22

2
0

Tm
u u

m
φ φ

δ
φ φ

−⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬−⎩ ⎭ ⎩ ⎭

��  

となる。 1 2u uδ−�� を消去すると 

( )11 12
11 12 21 22

21 22

2
2 0

Tm
m m

m
φ φ

φ φ φ φ
φ φ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 

すなわち 

( ) ( )1 11 12
1 11 12 2 21 22

2 21 22

0
Tm

m m
m
φ φ

φ φ φ φ
φ φ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 (6.63) 

である。これを“質量に対するモードベクトルの直交性”とよぶが，式の誘導

からわかるように，“慣性力に対する基準振動の直交性”と同じ意味を持つ。一

般性のある“モードベクトルの直交性”の証明は，第 10 章で行列を用いて行

う。 

図 6.7(b)に示すように，質点の位置 1 2( , )R x x を始点として，“1 次モードベク

トルの成分と質量の積”を成分としたベクトル 1Ψ
JJG

と 2 次モードベクトル 2φ
JJG

 

1 11 12
1 2

2 21 22

,
m
m
φ φ

φ
φ φ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
Ψ = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭

JJG JJG
 (6.64) 

が考えられ，これらは質点の位置にかかわらず不変であり，直交する。 

 

6.4 要約 

多自由度系の振動は，節点間の力の相互作用によって，複雑な振動をする。

しかし，その振動は，連成しない基準振動で構成されている。各基準振動は，

それぞれ常に一定な固有の振動形(モードベクトル)で振動する。モード解析と

は，この基準振動の性質を利用して“①連立微分方程式を変数変換と式の重ね

合わせによって連成しない方程式に変える，②その方程式を解く，③その解を

逆に変換して元の変位を求める”方法である。 
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第 7 章 モード解析の用語 
 

この章では，第 6 章で述べられていない“モード解析の用語”を説明する。 

 

7.1 多次元ベクトル・多次元空間・多次元座標系への拡張 

m
f (t)i

i+1 i+1 ik  (x  -x )

i ik (x -x  )i-1

i i(-m x )

0

n

i

xi

*m*
f (t)

(b)s次モード振動系

s
s

s次

u
‥

i

s

k Δ  usΦisi

k Δ  usΦisi

ΦisδususisΦ

usδΦi-1,susΦi-1,s

i-1

i

要
素
i

振動
の基準
s次以外

s次基準
振動

と仮想変位
(a)元の系の変位

の変位と仮想変位

図7.1　n自由度系の元の変位とs次基準振動

振動と仮想変位
(c)要素iの元の変位，s次基準

*
sk

δxi

δus

ik

 

 図 7.1(a)に示す n自由度のせん断建物モデルにおいて，節点 i の変位を

( 1, 2, , )ix i n= " とする。これは一般化座標であり， n次元の 1 2, , , nx x x" 直交座

標系が，理論上で考えられる。4 次元以上の座標系を全体像として頭でえがく

ことは困難だが，任意に取り出した 2 つの座標軸によって構成される平面にお

いて，それらの座標軸が常に直交すると考えればよい。この n次元座標系の存

在する空間を n次元空間という。空間と座標系は異なる概念であると認識すべ

きである。なぜならば，一つの空間に複数の座標系を考える場合があるからで

ある。 

 図 7.1(a)に節点 iにおける“動的な力につり合い”を示す。その節点の質量と

外力をそれぞれ im と ( )if t ，節点 1i − と節点 iの間の要素 iの剛性を ik とすると，

図 7.1(a)に示すように，節点 iの運動方程式は 
     ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, 2, ,i i i i i i i i im x k x x k x x f t i n− + ++ − − − = =�� "  (7.1) 

となる。ただし， 0 0x = であり， 1 10, 0n nx k+ += = とする。この n自由度系の振

動は， n個の基準振動で構成されている。元の変位 ix と基準座標 iu の関係は，
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式(6.15)より以下のとおりである。 

     1 1 2 2
1

n

i i i in n ij j
j

x u u u uφ φ φ φ
=

= + + + = ∑"  (7.2) 

この座標系で，n次元のベクトルとして，変位 x
G
，速度 v

G
，加速度 a

G
，外力 f

JG
，

慣性力 F
JG

，復元力Q
JG
， s次モードベクトル sφ

JJG
， s次基準振動の慣性力 sF

JJG
，など

が考えられる。例として，いくつかを数ベクトルで表わすと 

1 1 1 1

2 2 2 2, ,

s

s
s

n n ns n

x Q x
x Q x

x Q

x Q x

φ
φ

φ

φ

←⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ←⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ←⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

G JG JJG
# # # #

軸方向の成分

軸方向の成分

軸方向の成分

 (7.3) 

である。 n次元ベクトル a
G
と b
G
の内積は，式(6.57)を拡張して 

{ } { } { }

1 1 1

2 2 2
1 2 1 1 2 2

T

T
n n n

n n n

a b b
a b b

a b a b a a a a b a b a b

a b b

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = = = + + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

G G
i " "

# # #
 (7.4) 

と定義される。“質量に対するモードベクトルの直交性”は，式(6.63)より 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 11 1

2 2 2 22 2
1 1 1 2 2 2

2 2

1

0

T
j js s

j js s
j s j s n nj ns

n nj n njs s

n

i ij is
i

m m
m m

m m m

m m

m j s

φ φφ φ
φ φφ φ

φ φ φ φ φ φ

φ φφ φ

φ φ
=

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = + + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭

= = ≠∑

i "
# ## #  (7.5) 

である。“剛性に対するモードベクトルの直交性”は第 10 章で説明する。 

 

7.2 一般化質量，一般化剛性と一般化力 

n自由度系の連立微分方程式(7.1)は，変数変換と式の重ね合わせによって，

連成しない n個のモード振動系の運動方程式に変えることができる。 s次モー

ド振動系の運動方程式は，式(6.6)に示すように 
     ( ) ( )* * * 1, 2, ,s s s s sm u k u f t s n+ = =�� "  (7.6) 

と表わすことができる。この方程式において， *
sm ， *

sk と * ( )sf t を， s次モード
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の一般化質量(generalized mass)，一般化剛性(generalized stiffness)と一般化

力(generalized force)という。 1 2( , )x x も 1 2( , )u u も一般化座標であるから，連成

していない方程式の係数だけ，“一般化”という名称が付くのはおかしい気がす

る。しかし，通常，それらの名称で呼ばれているので，この本でもそうよぶこ

とにする。それらをモード質量(modal mass)，モード剛性(modal stiffness)と

モード力(modal force)とよんでいる本もまれにある(参考文献[3-1.2])。 

s次モードベクトル sφ
JJG

(式(7.3))がわかっている場合の一般化質量 *
sm ，一般化

剛性 *
sk と一般化力 * ( )sf t を求めてみよう。s次モード振動系の運動方程式だけを

求めることを目的とした場合，前記のように，図 7.1(b)に示す s次モード振動

系以外の仮想変位 0, ( )ju j sδ = ≠ とすればよい。その場合，元の系の節点 iにお

ける仮想変位 ixδ は，式(7.2)より以下のとおりとなる。 

     i is sx uδ φ δ=  (7.7) 

慣性力の仮想仕事 FW∆ は， s次基準振動以外は 0 となるので 

( ) ( )

( ) ( ){ }
1 1 1

1 1 1 1

n n n

F i i i i ij j is s
i i j

n n n n

i ij j is s i ij is j s
j i j i

W m x x m u u

m u u m u u

δ φ φ δ

φ φ δ φ φ δ

= = =

= = = =

∆ = − = −

= − = −

∑ ∑∑

∑∑ ∑∑

�� ��

�� ��
 

( ){ } ( ){ }

( ){ } ( ){ }

1 1 2 2
1 1

1
1 1

n n

F i i is s i i is s
i i

n n

i is is s s in is n s
i i

W m u u m u u

m u u m u u

φ φ δ φ φ δ

φ φ δ φ φ δ

= =

= =

∆ = − − −

− − −

∑ ∑

∑ ∑

�� ��"

�� ��"
 (7.8) 

である。質量に対するモードベクトルの直交性(式(7.5))より， j s= 以外は 

( ){ } ( )
1

0
n

i ij is
i

m j sφ φ
=

− = ≠∑  

となるので，式(7.8)は以下のとおりとなる。 

( ){ } 2

1 1

n n

F i is is s s i is s s
i i

W m u u m u uφ φ δ φ δ
= =

⎛ ⎞∆ = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑�� ��  (7.9) 

図 7.1(c)に示すように，復元力の仮想仕事は，要素に着目して考える方がわ

かりやすい。 1,is is i sφ φ φ −∆ = − とすると，要素 iの s次基準振動の復元力は， x方

向を力の正方向とすると，節点 i側が ( )i is sk uφ− ∆ で，節点 1i − 側が i is sk uφ∆ であ
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る。それぞれ節点の仮想変位は ixδ と 1ixδ − であるから，復元力の仮想仕事 QW∆

は，要素の仮想仕事を合計した 

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

1
1

1,
1 1

1,
1 1

n

Q i is s i i is s i
i
n n

i is s ij j i is s i j j
i j

n n

i is s ij j i is s i j j
j i

W k u x k u x

k u u k u u

k u u k u u

φ δ φ δ

φ φ δ φ φ δ

φ φ δ φ φ δ

−
=

−
= =

−
= =

∆ = − ∆ + ∆

= − ∆ + ∆

= − ∆ + ∆

∑

∑∑

∑∑

 

である。“剛性に対するモードベクトルの直交性”より，同様に  

( )

( )

1,
1

2
1,

1 1

n

Q i is s is s i is s i s s
i

n n

i is is i s s s i is s s
i i

W k u u k u u

k u u k u u

φ φ δ φ φ δ

φ φ φ δ φ δ

−
=

−
= =

∆ = − ∆ ⋅ + ∆ ⋅

⎛ ⎞
= − ∆ − = − ∆⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑ ∑
 (7.10) 

となる。外力の仮想仕事は以下のとおりである。 

     ( ) ( ) ( )
1 1 1

n n n

f i i i is s i is s
i i i

W f t x f t u f t uδ φ δ φ δ
= = =

⎛ ⎞∆ = = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  (7.11) 

 仮想仕事の合計は 0 であるから 

     
( )2 2

1 1 1
0

F Q f

n n n

i is s s i is s s i is s
i i i

W W W W

m u u k u u f t uφ δ φ δ φ δ
= = =

∆ = ∆ + ∆ + ∆

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − ∆ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
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である。 suδ を消去すると，以下のように， s次モード振動系の運動方程式 

     ( )2 2

1 1 1

n n n

i is s i is s i is
i i i

m u k u f tφ φ φ
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ∆ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑��  (7.12) 

を得る。したがって， s次モードの一般化質量，一般化剛性と一般化力は 

( ) ( )* 2 * 2 *

1 1 1
, ,

n n n

s i is s i is s i is
i i i

m m k k f t f tφ φ φ
= = =

= = ∆ =∑ ∑ ∑  (7.13) 

である。 

 

 例題 7.a 一般化質量，一般化剛性と一般化力 

 第 6 章で用いた 2 自由度のせん断建物モデル(図(6.2)について，一般化質量，

一般化剛性と一般化力を求めよう。 
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 1 次モードベクトルの成分は，式(6.32)より 11 211/ 2, 1φ φ= = であるから，そ

の一般化質量，一般化剛性と一般化力は，式(7.13)より 

( ) ( )
2 2* 2 2

1 1 11 2 21 2 1 2 1 2m m m m m mφ φ= + = + =  (a) 

( ) ( ) ( )2 2
* 2 2
1 1 11 2 21 1 2 1 1 2 2 2k k k k k kφ φ= ∆ + ∆ = + − = −  (b) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
1 1 11 2 21 1 21 2f t f t f t f t f tφ φ= + = +  (c) 

である。2 次モードベクトルの成分は，式(6.32)より 12 221/ 2, 1φ φ= − = である

から，その一般化質量，一般化剛性と一般化力は，下記のとおりである。 

( ) ( )
2 2* 2 2

2 1 12 2 22 2 1 2 1 2m m m m m mφ φ= + = − + =  (d) 

( ) ( ){ } ( )22
* 2 2
2 1 12 2 22 1 2 1 1 2 2 2k k k k k kφ φ= ∆ + ∆ = + − − = +  (e) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
2 1 12 2 22 1 21 2f t f t f t f t f tφ φ= + = − +  (f) 

 

7.3 モードベクトルの正規化 

s次モードベクトルの成分 isφ は，その比率が一定の条件で任意の値がとれる。

正規化(normalization)するとは，以下に示すように，一般化質量 *
sm を 1 にす

るように isφ を定めることである。  

     * 2

1
1

n

s i is
i

m mφ
=

= =∑   (7.14) 

 正規化した成分 isφ を求める手順は，まず，成分 isa を適当に定める。それらを

正規化するための係数 µ を 
     is isaφ µ=  (7.15) 

とし，式(7.15)を(7.14)に代入すると次式となる。 

2 2

1 2

1

11,
n

i is n
i

i is
i

m a
m a

µ µ
=

=

= ∴ =∑
∑

 (7.16) 

式(7.16)を(7.15)に代入すると，以下のように，正規化された成分 isφ を得る。 
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2

1

is
is n

i is
i

a

m a
φ

=

=

∑
 (7.17) 

 

 例題 7.b モードベクトルの正規化 

 例題 7.a と同様に，第 6 章で用いた 2 自由度のせん断建物モデル(図(6.2)につ

いて，モードベクトルの正規化を行おう。 

 1 次 モ ー ド ベ ク ト ル の 正 規 化 さ れ て い な い 成 分 は ， 式 (6.32) よ り

11 211/ 2, 1a a= = であるから，正規化したモードベクトルは，式(7.17)より 

( ) ( ) ( )
2 22 2

11 11 1 11 1 21 1 2 2 1 2 1 1 2a m a m a m m mφ = + = + =  (a) 

( ) ( )
2 22 2

21 21 1 11 1 21 1 2 1 2 1 1 2a m a m a m m mφ = + = + =  (b) 

である。2 次モードベクトルの正規化されていない成分は，式 (6.32)より

12 221/ 2, 1a a= − = であるから，正規化したモードベクトルは，式(7.17)より 

( ) ( ) ( )
2 22 2

12 12 1 12 1 22 1 2 2 1 2 1 1 2a m a m a m m mφ = + = − − + = −  (c) 

( ) ( ) ( )
2 22 2

22 22 1 12 1 22 1 2 1 2 1 1 2a m a m a m m mφ = + = − + =  (d) 

である。したがって，正規化されたモードベクトルの成分は， 1/ 2kg − のディメ

ンジョンを持つ。 

 

7.4 刺激係数，等価質量，等価質量比と等価高さ 

 刺激係数，等価質量,等価質量比と等価高さは，“地震による地盤振動(以降，

地震動とよぶ)”に関する用語である。図 7.2 に示すように， gx�� を地震による

地盤の絶対加速度， ix を地盤に対する節点 iの相対変位とすると，節点 iの絶対

加速度は i gx x+�� �� である。式(7.1)の ix��を i gx x+�� �� に置き換え， ( ) 0if t = であるから，

以下に示す“地震動に対する節点 iの運動方程式”を得る。 

     ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0 1i i g i i i i i im x x k x x k x x i n− + ++ + − − − = =�� �� ∼  (7.18) 
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m

i ik (x -x  )i-1

i

0

n

i

と仮想変位

xi

gx

i+1 i+1 ik  (x  -x )

g{-m (x +x )}i i
‥ ‥

‥

*
m*

f (t)

(b)s次モード振動系

s

s

us

β xgs

*

sk
‥

図7.2　地震に対するn自由度系の振動

δxi

δus

(a)元の系の変位

の変位と仮想変位

 

（１） 刺激係数 

 地震動に対する s次モード振動系の運動方程式を求めるために，仮想変位は

7.2 節と同様に i is sx uδ φ δ= とする。節点 iの加速度は，式(7.2)を 2 回微分して 

     
1

n

i ij j
j

x uφ
=

=∑�� ��  (7.19) 

である。したがって，慣性力による仮想仕事 FW∆ は 

( ){ }
1 1 1

1 1 1 1 1

n n n

F i i g i i ij j g is s
i i j

n n n n n

i ij j is i is g s j i ij is g i is s
i j j i i

W m x x x m u x u

m u m x u u m x m u

δ φ φ δ

φ φ φ δ φ φ φ δ

= = =

= = = = =

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪∆ = − + = − +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

�� �� �� ��

�� �� �� ��

 

である。“質量に対するモードベクトルの直交性”から， j s= 以外の項は 0 と

なるので 

2

1 1 1 1

n n n n

F s i is is g i is s s i is g i is s
i i i i

W u m x m u u m x m uφ φ φ δ φ φ δ
= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∆ = − + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑�� �� �� ��  (7.20) 

となる。復元力の仮想仕事 QW∆ は式(7.10)である。また， ( ) 0if t = であるので，

外力の仮想仕事は 0fW∆ = である。したがって，仮想仕事の合計は 

2 2

1 1 1
0

n n n

F Q s i is g i is s s i is s
i i i

W W W u m x m u u k uφ φ δ φ δ
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∆ = + ∆ = − + − ∆ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑�� ��  
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である。 suδ を消去すると，以下のように s次モード振動系の運動方程式を得る。 

2 2

1 1 1

n n n

i is s i is s i is g
i i i

m u k u m xφ φ φ
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ∆ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑�� ��  (7.21) 

両辺を一般化質量で割ると 
     ( )2 1, 2, ,s s s s gu u x s nω β+ = − =�� �� "  (7.22) 

2

1 1

2 2

1 1

,

n n

i is i is
i i

s sn n

i is i is
i i

m k

m m

φ φ
β ω

φ φ

= =

= =

∆
= =
∑ ∑

∑ ∑
 (7.23) 

である。正規化した場合，一般化質量 * 2

1
1

n

s i is
i

m mφ
=

= =∑ であるので，式(7.23)は 

2

1 1

,
n n

s i is s i is
i i

m kβ φ ω φ
= =

= = ∆∑ ∑  (7.24) 

となる。 sβ は刺激係数(participation factor)とよばれる。これは，元の系の地

盤加速度に対する s次モード振動系の地盤加速度の倍率である。それが大きい

ことは，そのモード振動系が大きな地盤加速度を受けることを意味している。 
 

 例題 7.c 刺激係数 

 例題 7.a と同様に，第 6 章で用いた 2 自由度のせん断建物モデル(図(6.2)につ

いて，刺激係数を求めよう。 

 まず，正規化されていない刺激係数を求めよう。1 次の刺激係数は，式(7.23)

に 11 211 2, 1a a= = を代入すると 

( )
( )

1 11 2 21
1 22 2 21 11 1 21

2 1 2 1 1 2 1.207
22 1 2 1

m mm a m a
m a m a m m

β
+ ⋅+ +

= = = =
+ + ⋅

 (a) 

である。2 次の刺激係数は，式(7.23)に 21 221 2 , 1a a= − = を代入すると 

( )
( )

1 12 2 22
2 22 2 21 12 1 22

2 1 2 1 2 1 0.207
22 1 2 1

m mm a m a
m a m a m m

β
− + ⋅+ −

= = = − = −
+ − + ⋅

 (b) 

である。1 次の方がはるかに大きいことがわかる。刺激係数がマイナスである

ことは，そのモード振動系の地盤加速度が， gx�� と逆方向であることを示してい
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る。 
 つぎに，正規化された刺激係数を求めよう。1 次の刺激係数は，式(7.24)に

11 211 2 , 1 2m mφ φ= = を代入すると 

( ) ( )1 1 11 2 21
2 22 1 2 1 2 1.707

2
m m m m m m m mβ φ φ +

= + = + = =  (c) 

である。２次の刺激係数は，式(7.24)に 21 221 2 , 1 2m mφ φ= − = を代入すると 

( ) ( )2 1 12 2 22
2 22 1 2 1 2 0.293

2
m m m m m m m mβ φ φ −

= + = − + = − = −  (d) 

である。刺激係数は，正規化された場合もされない場合も，１次と 2 次の比は

同じであるが，前者は， 1/ 2kg のディメンジョンを持つ。 

 

（２） 等価質量，等価質量比と等価高さ 
地震動を受ける構造物の設計において，特に重要なのは，基部のせん断力と

曲げモーメントとである。この設計では，通常，地震動以外の外力 ( )if t を考え

ないので，基部のせん断力は慣性力の合計であり，曲げモーメントは慣性力と

作用高さの積の合計である。 

の振動
(d)等価モデル

(c)基準振動

1

*
1m

u

*

u2

2

1次

2次
2次

1次

*
2

*
1

m

k

k

系の振動
(b)モード振動
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Φ
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u
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‥

‥ ‥

‥ ‥

‥ ‥

‥ ‥
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図7.3　等価質量と等価高さ

g{-M (q +x )}-
1 1

‥ ‥

2 2 g{-M (q +x )}‥ ‥-

x1

１

1

0

①

の振動
(d)元の系

m1

m2

k

2k

2

②

x2

gx
‥

H
1

2H

{-m (x +x )}1 1 g
‥ ‥

2 2 g
‥‥{-m (x +x )}

2ω
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基準振動は一定の振動形で振動するが，第 6 章で述べたように，動的な力の

つり合った系でないので，一般に 1 自由度系に等価に置き換えることができな
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い。しかし，地震動以外の外力 ( )if t ない場合，慣性力，復元力と減衰力が動的

につり合う系であると考えることができるので， 各基準振動は，1 自由度系に

等価に置き換えることが可能である。 

わかりやすいように，ここでは図 7.3(a)に示すような 2 自由度系について論

ずる。節点 1 と節点 2 の高さを，それぞれ 1H と 2H とする。この図は，地震に

よる地盤加速度 gx�� を受ける“元の系”の振動である。同図(b)はモード振動系の

振動である。同図(c)は，それらに対応した 1 次と 2 次の基準振動を表わしてい

る。図には基準振動の慣性力も示した。同図(d)は，ある条件で，基準振動を 1

自由度系の振動に等価に置き換えたモデルである。このモデルでは，①地盤加

速度は gx�� である，②固有円振動数と基部のせん断力・曲げモーメントが基準振

動と同じである。このような等価 1 自由度系で，質量を等価質量 sM (equivalent 

mass，有効質量)，質量の基部からの高さを等価高さ sH (equivalent height)と

いう。 

 1 次モード振動系の運動方程式は，式(7.22)から 
2

1 1 1 1 gu u xω β+ = −�� ��  (7.25) 

である。等価 1 自由度系の運動方程式は，変位を 1q とすると，上記の条件から 
2

1 1 1 gq q xω+ = −�� ��  (7.26) 

である。したがって，以下の関係がある。 

1 1 1u qβ=  (7.27) 

1 次基準振動の節点 1 と節点 2 の絶対加速度 11X�� と 21X�� を求めるために，仮想

仕事の原理を適用する。仮想変位を 1 11 1 2 21 1,x u x uδ φ δ δ φ δ= = とすると，慣性力の

仮想仕事 FW∆ は 

( ) ( )1 11 11 1 2 21 21 1 1 11 11 1 2 21 21 1FW m X u m X u m X u m X uφ δ φ δ φ δ φ δ∆ = − + − = − ⋅ − ⋅�� �� �� ��  (7.28) 

である。また， FW∆ は式(7.20)より 

( ) ( ){ }
( )

2 2
1 11 2 21 1 1 11 2 21 1

2 2 1 11 2 21
1 11 2 21 1 12 2

1 11 2 21

F g

g

W m m u m m x u

m mm m u x u
m m

φ φ φ φ δ

φ φφ φ δ
φ φ

∆ = − + + +

⎧ ⎫+
= − + +⎨ ⎬+⎩ ⎭

�� ��

�� ��
 

である。式(7.23)の第 1 式を代入すると 
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( )( )
( ){ } ( ){ }

2 2
1 11 2 21 1 1 1

1 11 1 1 11 1 2 21 1 1 21 1

F g

g g

W m m u x u

m u x u m u x u

φ φ β δ

φ β φ δ φ β φ δ

∆ = − + +

= − + − +

�� ��

�� �� �� ��
 (7.29) 

である。式(7.28)と(7.29)は等しいから 

( ) ( )11 11 1 1 21 21 1 1,g gX u x X u xφ β φ β= + = +�� ���� �� �� ��  (7.30) 

である。同様に，2 次基準振動の節点 1 と節点 2 の絶対加速度は，それぞれ 

( ) ( )12 12 2 2 22 22 2 2,g gX u x X u xφ β φ β= + = +�� ���� �� �� ��  (7.31) 

である。 

1 次基準振動の基部のせん断力は，慣性力の合計に等しいから 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

1 1 11 2 21 1 11 1 1 2 21 1 1

1 11 2 21 1 1

B g g

g

S m X m X m u x m u x

m m u x

φ β φ β

φ φ β

= − + − = − + − +

= − + +

�� �� �� �� �� ��

�� ��
 (7.32) 

である。この式に(7.27)を代入すると 

( ) ( )1 1 11 2 21 1 1B gS m m q xφ φ β= − + +�� ��  (7.33) 

となる。等価 1 自由度系の基部のせん断力は 

( )1 1 1B gS M q x′ = − +�� ��  (7.34) 

と表せるから，仮定 1 1B BS S ′= より 

( ) ( ) ( )1 11 2 21 1 1 1 1g gm m q x M q xφ φ β− + + = − +�� �� �� ��   

( )1 1 1 11 2 21M m mβ φ φ∴ = +  (7.35) 

である。ゆえに，せん断 n質点系の s次モードの等価質量は 

1

n

s s i is
i

M mβ φ
=

= ∑  (7.36) 

である。正規化した場合，式(7.24)の第 1 式より下式となる。 
     2

s sM β=  (7.37) 

 1 次と 2 次の等価質量を合計すると 
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( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 1 11 2 21 2 1 12 2 22

1 11 1 12 2 2 21 1 22 2

M M m m m m

m m

β φ φ β φ φ

φ β φ β φ β φ β

+ = + + +

= + + +
 (7.38) 

である。 

それぞれの節点において，すべての基準振動の慣性力の合計は，元の系の慣

性力と一致するから 

( )
( )

1 11 1 12 1 1

2 21 2 22 2 2

g

g

m X m X m x x

m X m X m x x

⎧− − = − +⎪
⎨
− − = − +⎪⎩

�� �� �� ��

�� �� �� ��
 

である。これに式(7.30)・(7.31)を代入すると 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 11 1 1 1 12 2 2 1 1

2 21 1 1 2 22 2 2 2 2

g g g

g g g

m u x m u x m x x

m u x m u x m x x

φ β φ β

φ β φ β

⎧− + − + = − +⎪
⎨
− + − + = − +⎪⎩

�� �� �� �� �� ��

�� �� �� �� �� ��
 

   
( ) ( ){ } ( )
( ) ( ){ } ( )

1 11 1 12 2 11 1 12 2 1 1

2 21 1 22 2 21 1 22 2 2 1

g g

g g

m u u x m x x

m u u x m x x

φ φ φ β φ β

φ φ φ β φ β

⎧− + + + = − +⎪∴ ⎨
− + + + = − +⎪⎩

�� �� �� �� ��

�� �� �� �� ��
 (7.39) 

である。式(7.2)より 

     
1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

x u u
x u u

φ φ
φ φ

= +⎧
⎨ = +⎩

�� �� ��
�� �� ��

 (7.40) 

である。式(7.40)を(7.39)に代入すると下式となる。 

( ){ } ( )
( )( ) ( )

1 1 11 1 12 2 1 1

2 2 21 1 22 2 2 2

g g

g g

m x x m x x

m x x m x x

φ β φ β

φ β φ β

⎫− + + = − + ⎪
⎬

− + + = − + ⎪⎭

�� �� �� ��

�� �� �� ��
 

これらの式が恒等的に成り立つためには 
     11 1 12 2 21 1 22 21, 1φ β φ β φ β φ β+ = + =  (7.41) 

である。これを式(7.38)に代入すると 

1 2 1 2M M m m+ = +  (7.42) 

となる。すなわち，等価質量の合計と元の質量の合計とは一致する。  

 s次モードの等価質量 sM を全質量M で割った値 

     s
s
MR
M

=   (7.43) 
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は等価質量比(有効質量比)とよばれ，式(7.42)から合計は 1 である。 

1 次基準振動の基部における曲げモーメントは，慣性力に高さを乗じたもの

の合計である。1 次モードの等価高さは，その合計を等価 1 自由度系の慣性力

で割ったものであるから 

( ) ( )
( ){ }

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

1 11 1 2 21 2 1 11 1 1 1 2 21 1 1 2
1

1 1 11 2 21 11 1

1 11 1 1 1 1 2 21 1 1 1 2 1 11 1 2 21 2

1 11 2 211 11 2 21 1 1 1

g g

gg

g g

g

m X H m X H m u x H m u x H
H

m m q xM q x

m q x H m q x H m H m H
m mm m q x

φ β φ β

β φ φ

φ β β φ β β φ φ
φ φφ φ β β

− + − + + +
= =

+ +− +

+ + + +
= =

++ +

�� �� �� �� �� ��

�� ���� ��

�� �� �� ��
�� ��

 

である。したがって，せん断 n質点系の s次モードの等価高さは，次式である。 

1

1

n

i is i
i

s n

i is
i

m H
H

m

φ

φ

=

=

=
∑

∑
  (7.44) 

等価質量は，刺激係数と同様な意味をもっている。すなわち，地震動に対し

て，等価質量の大きな基準振動は，応答が大きく，逆に小さい場合には小さい

傾向がある。等価質量比は，基準振動の地震動に対する応答の程度をあらわし

ているので，その指標として有効である。モード解析の有効性は，“いくつかの

低次の基準振動を重ね合わせた近似解で実用上十分である”という経済性にあ

る。1 次基準振動から数えて等価質量比(有効質量比)の合計が 0.8 0.9∼ になる基

準振動までの重ね合わせで，通常，地震動に対して十分な精度が得られる。な

お，全基準振動の重ね合わせは厳密解である。 

 

 例題 7.d 等価質量，等価質量比と等価高さ 

 例題 7.a と同様に，第 6 章で用いた 2 自由度のせん断建物モデル(図(6.2)につ

いて，正規化の条件で等価質量，等価質量比と等価高さを求めよう。 

 1 次と 2 次のモードの等価質量は，式(7.37)にそれぞれ例題 7.c の式(c)と(d)

代入すると 
2

2
1 1

2 2 3 2 2.207
2 2

M m m mβ
⎛ ⎞+ +

= = = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (a) 
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2

2
2 2

2 2 3 2 0.793
2 2

M m m mβ
⎛ ⎞− −

= = − = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (b) 

である。それらの有効質量比は，式(7.43)よりそれぞれ 

     1 1
1 2

2.207 0.7930.736, 0.264
2 2

M Mm mR R
M m m M m m

= = = = = =
+ +

  (c) 

 1 次と 2 次のモードの等価高さは， 1 2/ 2,H H H H= = とすると，式(7.44)に

例題 7.b の式(a)・(b)・(c)・(d)を代入すると 

( )( ) ( )
( ) ( )

1 11 1 2 21 2
1

1 11 2 21

2 1 2 2 1 2

2 1 2 1 2

m m H m m Hm H m HH
m m m m m m
φ φ

φ φ

++
= =

+ +
 

1
1 2 0.707
2 2

H H H+
∴ = =

+
  (d) 

( )( ) ( )
( ) ( )

1 12 1 2 22 2
2

1 12 2 22

2 1 2 2 1 2

2 1 2 1 2

m m H m m Hm H m HH
m m m m m m
φ φ

φ φ

− ++
= =

+ − +
 

1
2 1 0.707
2 2

H H H−
∴ = = −

−
  (e) 

である。等価高さがマイナスなのは，この等価モデルの地盤加速度が， gx−�� で

ることを意味している。 
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第 3-2 部 振動学と“行列” 
 

 この部では，多自由度系の振動を解析(あるいは理解)するために必要な“行

列”について説明する。わかりやすいように，3 次程度の行列を用いる場合が

多いが，そのまま高次に拡張できる。公式は原則として証明する。ただし，簡

単なものや類似のものは割愛する。 

 

第 8 章 行列 
 

8.1 行列とは 

 ,m nを正の整数とすると，以下のように， m n× 個の数 ija を m行， n列に配

列して，かっこでまとめた 

     
[ ]

11 12 21 1

21 22 21 2

1 2

1 2

2

1 2

n

n

i i ij in

m m mj mn

a a a a
a a a a

A
a a a a i

a a a a m
i n

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

" "
" "

# # # #
" "

# # # #
" "

1行

行

行

行

列 列 列 列

 (8.1) 

を m行 n列の行列(matrix)あるいは m n× 型行列という。 m n= の場合を n次の

正方行列という。行列を [ ]で表す。 ija を行列 [ ]A の ( , )i j 成分という。 

n次元の列ベクトルは n行 1 列の行列， n次元の行ベクトルは 1 行 n列の行

列である。ただし，この本では，ベクトルであることを明確にするために，ベ

クトルを{ }で表すことにする。 

 行列の成分は，ベクトルと同様に，意味が無く配列されているのではなく，

配列される位置（以降，番地とよぶ）が意味を持っている。行列は，以下のよ

うに“列(あるいは行)ベクトルの集まりとして考える”と，行列の定義や演算

について理解しやすい場合が多い。 

[ ] { } { } { }1311 12
1 2 3

2321 22

aa a
A a a a

aa a
⎡ ⎤⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⎡ ⎤= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

  (8.2) 

あるいは 
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[ ] { }
{ }

{ }
{ }

11 12 12 1

21 22 23 2

ba a a
A

ba a a
⎡ ⎤⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (8.3) 

m n× 型行列 [ ]A の ( , )i j 成分を ( , )j i 成分に移すことを“転置する”という。転

置された n m× 型行列を [ ]A の転置行列といい， [ ]TA で表す。  

     [ ]
11 21

11 12 13
12 22

21 22 23
13 23

T
T

a a
a a a

A a a
a a a

a a

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (8.4) 

転置の転置は元の行列に戻る。 

[ ]( ) [ ]
TTA A=  (8.5) 

式(8.4)からわかるように，{ }ia を列ベクトルとすると，次式が成り立つ。 

     [ ] { } { } { }

{ }
{ }

{ }

1

2
1 2

T

T
TT

n

T

n

a

a
A a a a

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤= = ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
#

 (8.6) 

ここで， { }Tia は列ベクトルを転置したものであるから，以下に示すような行

ベクトルである。 

     { } { } { }

1

2
1 2,

i

Ti
i i nii i

ni

a
a

a a a a a

a

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪= =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

"
#

 (8.7) 

 すべての成分が 0 の行列をゼロ行列といい， [ ]0 で表す。 

     [ ] 0 0 0
0

0 0 0
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (8.8) 

以下に示すように，正方行列で，対角成分がすべて 1，それ以外の成分が 0

の行列を単位行列といい， [ ]I で表す。 

     [ ]
1 0 0
0 1 0
0 0 1

I
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (8.9) 
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8.2 行列の演算と公式 

（１） 相等しい 

 [ ] [ ]A B= は，両行列が同じ型である場合に定義でき，対応する成分がすべて

等しい，すなわち ij ija b= の場合である。 

（２） 和と差 

 [ ] [ ]A B± は，両行列が同じ型である場合に定義でき，( ),i j 成分が ij ija b± であ

る。 

（３） 積 

 すでに定義されたベクトルの積(内積)は，式(6.54)に示したように，行ベクト

ル{ }a と列ベクトル{ }b の積である。その演算は，下記のように，対応する成分

どうしの積のたし合わせである。 

{ }{ } { }
1

1 2 3 2 1 1 2 2 3 3

3

b
a b a a a b a b a b a b

b

⎧ ⎫
⎪ ⎪= = + +⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

  (8.10) 

行列 [ ]A と列ベクトル{ }b の積は，式(8.10)を拡張して，行列を行ベクトル{ }ia
の集まりとして考えて，次のように定義される。 

[ ]{ } { }
{ }

{ }
{ } { } { } { }

{ } { }

1 1
11 12 13 11 12 13

2 2
21 22 23 21 22 23

3 3

1 1

2 2

b b
a a a a a a

A b b b
a a a a a a

b b

a a b
b

a a b

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎪ ⎪= = ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭

  (8.11) 

したがって，式(8.10)より 

[ ]{ }
1

11 12 12 11 1 12 2 12 3
2

21 22 23 21 1 22 2 22 3
3

b
a a a a b a b a b

A b b
a a a a b a b a b

b

+ +

+ +

⎧ ⎫
⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎪ ⎪

⎩ ⎭

  (8.12) 

行列どうしの積は，さらに拡張して，左の行列 [ ]A は行ベクトル{ }ia の集まり，

右の行列 [ ]B は列ベクトル{ }ib の集まりと考えて，その積は次のように定義され

る。 
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[ ][ ] { }
{ }

{ }
{ } { } { } { } { } { } { }

{ } { } { } { }

11 12 11 12
11 12 13 11 12 13

21 22 21 22
21 22 23 21 22 23

31 22 31 22

1 1 1 1 2
1 2

2 2 1 2 2

b b b b
a a a a a a

A B b b b b
a a a a a a

b b b b

a a b a b
b b

a a b a b

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (8.13) 

したがって，式(8.10)より 

[ ][ ]
11 12

11 12 13
21 22

21 22 23
31 32

11 11 12 21 13 31 11 12 12 22 13 32

21 11 22 21 23 31 21 12 22 22 23 32

b b
a a a

A B b b
a a a

b b

a b a b a b a b a b a b
a b a b a b a b a b a b+ + + +

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

+ + + +⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

  (8.14) 

一般に，行列(ベクトルを含む)の積 [ ] [ ][ ]C A B= は，[ ]A が m l× 型行列，[ ]B が

l n× 型行列である場合に定義され，m n× 型行列となる。その ( , )i j 成分 ijc は，[ ]A

の i行のベクトル{ }ia と [ ]B の j列のベクトル{ } jb の積である。すなわち 

{ } { } { }

1

2
1 2

1 1 2 2
1

j

j
ij i i ili j

lj

l

i j i j il lj ik kj
k

b
b

c a b a a a

b

a b a b a b a b
=

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪= = ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

= + + + =∑

"
#

"

 (8.15) 

列ベクトル{ }b は 1n× 型行列，行ベクトル{ }b は1 n× 型行列と考えることがで

きるので，列ベクトルと行ベクトルの積は，以下のように定義することができ

る。 

{ }{ } { }
1 1 1 1 2 1 3

2 1 2 3 2 1 2 2 2 3

3 3 1 3 2 3 3

b b a b a b a
b a b a a a b a b a b a

b b a b a b a

⎧ ⎫ ⎡ ⎤
⎪ ⎪ ⎢ ⎥= =⎨ ⎬ ⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦

  (8.16) 

 

例題 8.a [A]T[A]と[A]T[B][A] (ただし[A]と[B]は正方行列)  

[ ]A と [ ]B が n次の正方行列であるとき， [ ] [ ]TA A と [ ] [ ][ ]TA B A を求めてみよ

う。 
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行列 [ ]A は，以下のように n個の列ベクトルの集まりと考えることができる。 

[ ]

{ } { } { }

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

1 2

n n

n n

n n nn n n nn

n

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

a a a

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

"
"

"
# # # # # #

"

"

  (a) 

この転置行列 [ ]TA は，式(8.6)より 

[ ] { } { } { }

{ }
{ }

{ }

1

2
1 2

T

T
TT

n

T

n

a

a
A a a a

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤= = ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
#

  (b) 

である。ここで，{ }ia を i次ベクトルとよぶ。 

[ ] [ ]TA A は，式(8.13)より 

[ ] [ ]

{ }
{ }

{ }

{ } { } { }

{ } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { }

{ } { } { } { } { } { }

1

2
1 2

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

T

T
T

n

T

n

T T T

n
T T T

n

T T T

n n n n

a

a
A A a a a

a

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤= ⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
#

"

"
# # #

"

  (c) 

である。すなわち，[ ] [ ]TA A の ( , )i j 成分は，i次ベクトルと j次ベクトルの内積 

{ } { } { } { }T

i j i j
a a a a= i  (d) 

である。したがって， [ ] [ ]TA A は対称行列である。 

 行列 [ ]A でベクトルの直交性が成り立つ場合，すなわち 

{ } { } { } { } ( )0T

i j i j
a a a a i j= = ≠i  (e) 

の場合，式(c)は以下のように対角行列となる。 
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[ ] [ ]

{ } { }
{ } { }

{ } { }

1 1

2 2

0 0

0 0

0 0

T

T
T

T

n n

a a

a a
A A

a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"

"
# # #

"

  (f) 

また， [ ] [ ][ ]TA B A の ( , )i j 成分は 

{ } [ ]{ }T

i j
a B a  (e) 

である。行列 [ ]A の列ベクトル{ }ia と行列 ([ ][ ])B A の列ベクトル ([ ]{ } )jB a の直交

性が成り立つ場合， [ ] [ ][ ]TA B A は対角行列となる。これらの証明は読者が試み

られたい。 

これらの演算は，振動学でよく用いられるので，その仕組みを十分に理解す

ることは大切である。 

 

（４） 演算公式 

(a) 行列の和と差 

 同じ型の行列 [ ]A ， [ ]B と [ ]C に対して下式が成り立つ。 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( ),A B B A A B C A B C± = ± ± ± = ± ±  

(b) 行列のスカラー倍 

 同じ型の行列 [ ]A と [ ]B に対して次式が成り立つ。 

[ ]( ) ( )[ ] ( )[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]

,

, 0 0

r s A rs A r s A r A s A

r A B r A s B A

= + = +

+ = + =
 

(c) 行列の積 

 rを任意の数とすると，行列 [ ]A ， [ ]B と [ ]C に対して 

[ ]( )[ ] [ ][ ] [ ] [ ]( ) [ ][ ]( )[ ] [ ] [ ][ ]( )
[ ] [ ] [ ]( ) [ ][ ] [ ][ ] [ ] [ ]( )[ ] [ ][ ] [ ][ ]
[ ][ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ]

,

,

, , 0 0 0

r A B r A B A r B A B C A B C

A B C A B A C B C A B A C A

I A A A I A A A

= = =

+ = + + = +

= = = =

 

が成り立つ。ただし，一般に [ ][ ] [ ][ ]A B B A≠ である。 
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8.3 行列の種類と性質 

（１） 転置行列 

      [ ][ ]( ) [ ] [ ]T T TA B B A=   (8.17) 

である。 

式(8.13)より 

[ ][ ]( ) 11 11 12 21 13 31 21 11 22 21 23 31

11 12 12 22 13 32 21 12 22 22 23 32

T a b a b a b a b a b a b
A B

a b a b a b a b a b a b
+ +

+ +

+ +⎡ ⎤
= ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

 

である。また 

[ ] [ ]
11 21

11 21 31
12 22

12 22 32
13 23

11 11 12 21 13 31 21 11 22 21 23 31

11 12 12 22 13 32 21 12 22 22 23 32

T T
a a

b b b
B A a a

b b b
a a

a b a b a b a b a b a b
a b a b a b a b a b a b

+ +

+ +

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

+ +⎡ ⎤
= ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

 

である。ゆえに式(8.17)が成り立つ。 

（２） 逆行列 

正方行列 [ ]A に対して，[ ][ ] [ ]A X I= となる [ ]X を [ ]A の逆行列といい， 1[ ]A − で

表し，次の性質がある。 

     [ ][ ] [ ] [ ] [ ]1 1A A A A I− −= = ， [ ]( ) [ ]
11A A
−− =   (8.18) 

     [ ][ ]( ) [ ] [ ]1 1 1A B B A
− − −= ， [ ]( ) [ ]( )1 1 TTA A

− −=   (8.19) 

（３） 対角行列 

 正方行列で，対角成分以外がすべて 0 の行列をいい，次の性質がある。 

     [ ] [ ]TA A=   (8.20) 

     [ ]

1
1 1

1 2 2

0 0 1/ 0 0
0 0 0 1/ 0

0 0 0 0 1/n n

a a
a a

A

a a

−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

" "
" "

# # # # # #
" "

  (8.21) 
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1 1 1 1

2 2 2 2

0 0
0 0

0 0n n n n

a x a x
a x a x

a x a x

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

"
"

# # # # #
"

  (8.22) 

（４） 対称行列 
 正方行列で， ( , )i j 成分 ija と ( , )j i 成分 jia が等しい行列であり，次の性質があ

る。   

    [ ] [ ]TA A=   (8.23) 

 

8.4 連立 1 次方程式の解 

未知数 1x ， 2x と 3x に関する連立 1 次方程式 

     

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

a x a x a x c
a x a x a x c
a x a x a x c

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

  (8.24) 

は，以下のように，ベクトル・行列表示できる。  

     

11 12 13 1 1

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3

a a a x c
a a a x c
a a a x c

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (8.25) 

すなわち 
     [ ]{ } { }A x c=   (8.26) 

ここで， ( , 1,2, , )ija i j n= " と 1 2, , , nc c c" は定数である。 [ ]A を係数行列，{ }x を

解ベクトルという。一般に，連立 1 次方程式の解は 3 種類，① 1 組の解がある

場合，②解が存在しない場合，③解が無数存在する場合，がある。 

式(8.26)の両辺に逆行列 [ ] 1A −
を乗じると， [ ] 1 [ ] [ ]A A I− = より，解{ }x は 

     { } [ ] { }1x A c−=   (8.27) 

である。 

しかし，この方法は，未知数が多くなると逆行列の計算に非常に時間がかか

ってしまう。それに比べて，ガウスの消去法は，計算時間が速く，コンピュー
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タでも大いに用いられている。ガウスの消去法は，例題を解いた方がわかりや

すい。以下に示す連立 1 次方程式の例題をガウスの方法で解いてみよう。 

 

 例題 8.b 連立 1 次方程式の 3 種類の解とガウスの消去法 

① 1 組の解が存在する場合 

 連立方程式 

( )
( )
( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 2 2 1
2 2 3 6 2

33 2 4 8

x x x
x x x
x x x

− + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + − =⎩

""
""
""

 (a) 

をベクトル･行列表示すると次式となる。 

( )
( )
( )

1

2

3

2 3 2 2 1
2 2 3 6 2
3 2 4 8 3

x
x
x

−⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

""
""
""

 (b) 

ガウスの消去法は，“ある式から他の式の何倍かを引いても解は変わらな

い”ことを利用して，係数行列の対角成分より下のすべての成分を 0 にする方

法である。そのような行列を三角行列とよぶ。手順は，まず 1 列目の成分を 0

にし，以降，2 列目，3 列目の順番に成分を 0 にして行く。すなわち 

[第 1 段階] 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

2

3

2 3 2 2 1
0 5 1 4 2.1 2 1
0 13 2 7 5 3.1 3 1 3 2

x
x
x

−⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ = ← −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥− ← − ×⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

""
""
""

 

[第 2 段階] 

     

( )
( )
( ) ( ) ( )

1

2

3

2 3 2 2 1
0 5 1 4 2.1
0 0 83 10 1 5 3.2 3.1 2.1 13 10

x
x
x

−⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥− − ← − ×⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

""
""
""

 

解は，まず最も下の式(3.2)から 3 2 83x = が求まり，次に式(2.1)に 3x の値を代

入すると 2 66 83x = が求まり，最後に式(1)に 3x と 2x の値を代入する 1 180 83x =

が求まる。 
 式(a)と異なる連立 1 次方程式で，以下のように，[第 1 段階]で式(2.1)の 2x に

かかる成分が 0 となってしまった場合は，上記の方法が使えない。 
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( )
( )
( )

1

2

3

2 3 2 2 1
0 0 1 4 2.1
0 13 2 7 5 3.1

x
x
x

−⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

""
""
""

 

しかし，式を入れ換えてもかまわないから，式(2.1)と(3.1)を入れ換えると 

     

( )
( )
( )

1

2

3

2 3 2 2 1
0 13 2 7 5 3.1
0 0 1 4 2.1

x
x
x

−⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥− =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

""
""
""

 

となり，同様な順序で， 3 4x = ， 2 66 13x = ， 1 60 13x = が求まる。 

② 解が存在しない場合 

 式(a)と異なる連立 1 次方程式で，以下のように，[第 2 段階]で式(3.2)の 3x に

かかる成分が 0 となった場合は 

     

( )
( )
( )

1

2

3

2 3 2 2 1
0 5 1 4 2.1
0 0 0 1 5 3.2

x
x
x

−⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

""
""
""

 

式(3.2)が 30 1 5x = − であるので，これを満足する解は存在しない。 

③ 解が無数存在する場合 

 式(a)と異なる連立 1 次方程式で，以下のように，[第 2 段階]で式(3.2)の 3x に

かかる成分と右辺が 0 となった場合は 

     

( )
( )
( )

1

2

3

2 3 2 2 1
0 5 1 4 2.1
0 0 0 0 3.2

x
x
x

−⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

""
""
""

 

式(3.2)が 30 0x = であるので，これを満足する解は無数存在する。したがって，

任意の数を tとすると，解は以下のとおりである。 

     3 2 1
4 22 13, ,

5 5
t tx t x x− −

= = =  

解が無数になった理由は，方程式が見かけ上 3 つであるが，独立な方程式が

2 つしかない，すなわち 2 つの方程式の重ね合わせで，他の 1 つの方程式が作

成できるためである。 

 

固有値問題で重要な同次連立 1 次方程式(以降，同次方程式とよぶ)の解を論
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じよう。同次方程式とは，式(8.25)の右辺がすべて 0 である連立 1 次方程式で

ある。すなわち 

     

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

0
0
0

a a a x
a a a x
a a a x

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (8.28) 

あるいは 
     [ ]{ } { }0A x =   (8.29) 

同次方程式の解は，上記の計算例からわかるように，解が存在しない場合は

ない。他の場合について，例題 8b と同じ計算例で右辺を 0 とした場合につい

て考察してみよう。 

 

 例題 8.c 同次方程式の 2 種類の解とガウスの消去法 

① 1 組の解が存在する場合 

[第 2 段階] 

     

( )
( )
( )

1

2

3

2 3 2 0 1
0 5 1 0 2.1
0 0 83 10 0 3.2

x
x
x

−⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

""
""
""

 

解は， 3 2 1 0x x x= = = である。わかりきっているので，“自明の解”とよばれる。 

③ 解が無数存在する場合 

 [第 2 段階] 

     

( )
( )
( )

1

2

3

2 3 2 0 1
0 5 1 0 2.1
0 0 0 0 3.2

x
x
x

−⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

""
""
""

 

解は次式である。 

3 2 1
13, ,

5 5
t tx t x x− −

= = =   

 

 正方行列 [ ]A に対して行列式が定義され， [ ]A と表わされる。次数が高くな

ると，そのままでは行列式を求めるには大変時間がかかる。しかし，上記のよ

うに求められた三角行列 [ ]U の行列式 [ ]U は，“対角成分の積”であるので簡単
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に求まる。したがって，三角行列の行列式 [ ] 0U ≠ の場合は自明の解， [ ] 0U =

の場合は解が無数あることになる。 

元の行列 [ ]A と三角行列 [ ]U の関係を調べてみよう。行列式には，“１つの列

(あるいは行)に他の列(あるいは行)の何倍かを加えても値は変わらない”と“2

つの列(あるいは行)を入れ替えると値は－1 倍される”性質がある。したがって，

当初の係数行列を三角行列に変形していくとき，行の入れ替えのときだけ，行

列式が－1 倍されていく。入れ替えの回数を kとすると 

     [ ] ( ) [ ]1 kA U= −   (8.30) 

となる。[ ]A と [ ]U の絶対値は等しいから，結局，同次方程式において，[ ] 0A ≠

および [ ] 0A = の場合は，それぞれ自明の解および無数の解が存在することにな

る。 

 

8.5 1 次変換と座標変換 

 変数の組 1 2( , )x x と 1 2( , )y y すなわちベクトル{ }x と{ }y が 

     
1 11 12 1

2 21 22 2

y t t x
y t t x

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭
 すなわち { } [ ]{ }y T x=  (8.31) 

の関係にあるとき，“ 1 2( , )x x と 1 2( , )y y は 1 次変換(線形変換，線形写像)の関係”，

“ 1 2( , )y y は 1 2( , )x x の 1 次変換”あるいは“ 1 2( , )x x から 1 2( , )y y への 1 次変換”

であるという。 [ ]T を線形変換行列(以降，変換行列)という。 

1 次変換は ,f gなどの文字で表わし，ベクトル{ }x にベクトル{ }y が対応する

とき 
     { } { }( )y f x=  (8.32) 

と表現する。 

 1 次変換 f には，線形性という重要な性質がある。 

①    { }( ) { }( ) { }( ) { }, 0 0f k x kf x f= =  (8.33) 

②    { } { }( ) { }( ) { }( )1 2 1 2
f x x f x f x+ = +  (8.34) 

すなわち，①ベクトルの k倍の 1 次変換とベクトルの 1 次変換の k倍とは一致

する，②2 つのベクトルの和に対する 1 次変換と各ベクトルの 1 次変換の和は

一致する。 

 1 次変換には，幾何学的に 2 つの概念が含まれる。それは，①“狭義の 1
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次変換”すなわち“1 つの座標系における異なるベクトル{ }x と{ }y の関係”，

②“座標変換”すなわち“1 つのベクトルを異なる座標系で表した数ベクトル

{ }x と{ }y の関係”，である。 

（１） 狭義の 1 次変換 

1 次変換を，“狭義の 1 次変換”の視点から幾何学的にとらえると，図 8.1 に

示すように，1 つの座標系において，あるベクトル { }x x=
G

とそれに対応するベ

クトル { }y y=
JG

との関係を示している。あるいは，ある点 1 2( , )P x x とそれに対応

する点 1 2( , )Q y y との関係を示している。 

x 2

0

x→

x 1

2y

y 1

y→ P

Q

図 8.1　一つの座標系に

　   　おける1次変換
 

物理的に具体性のある“狭義の 1 次変換”について考えてみよう。図 6.1 に

示す“2 層のせん断建物モデル”の節点 1 と節点 2 の変位 1x と 2x を座標軸とす

る，理論上の 1 2x x 直交座標系を考える(図 8.2)。 

ある時刻 tの変位の状態 1 2( , )x x は，ベクトル 

     
1

2

x
x

x
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

G
 (8.35) 

で表すことができる。この変位に対応して復元力が定まる。節点 1 と節点 2 の

復元力をそれぞれ 1Q と 2Q とすると，復元力の状態はベクトル 

     
1

2

Q
Q

Q
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

JG
 (8.36) 

で表される。変位ベクトルと復元力ベクトルは 

     
1 11 12 1

2 21 22 2

Q k k x
Q k k x
⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫

=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

 あるいは { } [ ]{ }Q K x=  (8.37) 
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の関係にある(この節で述べる 1 次変換式は，後で証明する。ここでは，読者

は，それが既知である前提で読んでほしい)。すなわち，変位ベクトルと復元

力ベクトルは 1 次変換の関係にある。 

x 1

x 2

x→

0

x 2

→

x 1

図 8.2　x x 座標系における1次変換1 2

(a)変位ベクトル

   の 1次変換

x1
0

x 2

a→

→a x

1x
‥

1
‥

2 x2
‥

→
F

1F

2F

(b)加速度ベクトル

   の1次変換

→ Q

2Q

1Q

Q→

u1

u2u

u

‥u

u

 

それらを“狭義の 1 次変換”の見地で幾何学的に表したのが，図 8.2(a)であ

る。変位ベクトルは位置ベクトルであり，復元力ベクトルはその終点を始点

としたベクトルであると考えるのが物理的に妥当である。しかし，復元力ベ

クトルは平行移動してもかまわないから，その始点を原点に移動する。これ

が 1 次変換に対する幾何学上の一般的な表現である。以降，この表現を用い

る。 

ある時刻 tのモード振動系の変位(基準座標)の状態 1 2( , )u u は，ベクトル 

     
1

2

u
u

u
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

G
 (8.38) 

で表すことができる。節点 1 と節点 2 の元の変位ベクトルとモード振動系の

変位ベクトルは 

     
1 11 12 1

2 21 22 2

x a a u
x a a u

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭
 あるいは { } [ ]{ }x A u=  (8.39) 

の関係にある。すなわち，{ }x と{ }u は 1 次変換の関係にある(図 8.2(a))。 

 時刻 tの元の加速度，慣性力とモード振動系の加速度の状態は，それぞれ 

     
1 1 1

2 2 2

, ,x u

x F u
a F a

x F u
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

JJG JG JJG�� ��
�� ��

 (8.40) 
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と表すことができる。これらのベクトルは 

     
1 1 1 1 11 12 1

2 2 2 2 21 22 2

0
,

0
F m x x a a u
F m x x a a u

−⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

�� �� ��
�� �� ��

 (8.41) 

の関係がある。すなわち，“慣性力と元の加速度”および“元の加速度とモー

ド座標系の加速度”は 1 次変換の関係にある。これらを“狭義の 1 次変換”

の見地で幾何学的に表すと図 8.2(b)である。ここで注目しなければならないこ

とは，座標軸としては元の変位が用いられていることである。これが元の変

位が一般化“座標”とよばれる理由である。 

特殊な 1 次変換として，以下に示すように，ベクトル{ }x をスカラー倍する

1 次変換がある。これを相似変換という。 

{ } { } 1 1

2 2

,
y x

y k x k
y x

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
，

1 1

2 2

y kx
y kx
=⎧

⎨ =⎩
あるいは

1 1

2 2

0
0

y xk
y xk

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (8.42) 

相似変換は，“狭義の 1 次変換”の視点から見ると，図 8.3 に示すように，ベ

クトルを，方向を変えないで，大きさだけを k倍にする 1 次変換がある。 

0 1 1

2

2

x y

x

y

→x

→y
θ

0 x

x→

2y

2y

y 1

1x

2x

θ

2x

y 1

1

(b)直交座標変換(a)ベクトルの回転

図8.4　直交変換

0

2y

2x

x
y→

→

x 1 y 1

図 8.3　相似変換
 

 もう 1 つの特殊な 1 次変換として，“狭義の 1 次変換”の視点から見た場合，

図 8.4(a)に示すように，原点Oを中心としてベクトル{ }x を回転させた 1 次変

換がある。ベクトル{ }x と{ }y の大きさは等しいから 
     2 2 2 2

1 2 1 2x x y y+ = +  (8.43) 

である。式(8.31)を(8.43)に代入すると 

     ( ) ( )2 22 2
1 2 11 1 12 2 21 1 22 2x x t x t x t x t x+ = + + +  
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( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
1 2 11 21 1 12 22 11 12 21 22 1 22x x t t x t t t t t t x x+ = + + + + +  

   ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
11 21 1 12 22 2 11 12 21 22 1 21 1 2 0t t x t t x t t t t x x∴ + − + + − + + =  (8.44) 

となる。この式が任意の 1 2,x x について成り立たねばならないから 
2 2 2 2
11 21 12 22 11 12 21 221, 1, 0t t t t t t t t+ = + = + =  (8.45) 

である。これが，1 次変換がベクトルの回転となるための条件である。 

変換行列を，以下のように列ベクトルの集まり 

     [ ] { } { }11 12 11 12
1 2

21 22 21 22

t t t t
T t t

t t t t
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⎡ ⎤= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

 (8.46) 

と考えると(行ベクトルの集まりと考えても同様の結果となる)，式(8.45)は 

{ } { } { } { }
{ } { } { } { }

{ } { } { } { }

2 2
11 21 1 1 1 1

2 2
12 22 2 2 2 2

11 12 21 22 1 2 1 2

1

1

0

T

T

T

t t t t t t

t t t t t t

t t t t t t t t

⎧ + = = =
⎪⎪ + = = =⎨
⎪

+ = = =⎪⎩

i

i

i

 (8.47) 

である。すなわち，各ベクトルの大きさが 1 であり，直交性(異なるベクトル

の内積が 0)が成り立つ。したがって，例題 8.a の式(c)より 

[ ] [ ] { }
{ }

{ } { }
{ } { } { } { }
{ } { } { } { }

1 1 1 1 2
1 2

2 2 1 2 2

1 0
0 1

T T T
T

T T T

t t t t t
T T t t

t t t t t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤= = = ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

[ ] [ ] [ ]TT T I∴ =   (8.48) 

である。このような行列 [ ]T を直交行列といい，その場合の 1 次変換を直交変

換という。すなわち，1 次変換が直交変換(ベクトルの回転)となるための条件

は，変換行列が直交行列であることである。また，式(8.48)に右から逆行列 [ ] 1T −

を乗じると 

[ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ] [ ]1 1 1,T TT T T I T T T− − −= ∴ =   (8.49) 

となる。すなわち，直交行列の転置行列と逆行列は一致する。 

（２） 座標変換 
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1 次変換を“座標変換”としてもとらえることもできる。すなわち，図 8.4(b)

に示すように，1 つのベクトル x
G
について， 1 2x x 直交座標系で表した数ベクト

ル{ }x を， 1 2y y 座標系で表し直した数ベクトルが{ }y である。この 1 2y y 座標系

は，一般に斜交座標系である(参考文献[3-2.3])。ただし， [ ]T が直交行列の場

合だけ，直交座標系となる。振動学では主に直交座標変換だけを用いるので，

以降，それだけを論じる。 

[ ]T が直交行列の場合，式(8.31)は，“狭義の 1 次変換”の視点にたつと，1

つの直交座標系におけるベクトル x
G
の回転である(図 8.4(a))。しかし，“座標変

換”の視点にたつと，それは，図 8.4(b)に示すように，ベクトル x
G
をそのまま

にして，座標軸の方を逆方向に同じ角度だけ回転させた“直交座標変換”で

ある。 

1x 軸を時計と逆方向に θ だけ回転させたとき 1y 軸に一致したとする。図

8.4(b)からわかるように 
     1 1 2 2 1 2cos sin , sin cosy x x y x xθ θ θ θ= + = − +  (8.50) 

すなわち 

1 1

2 2

cos sin
sin cos

y x
y x

θ θ
θ θ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥−⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (8.51) 

の関係がある。 

 モード振動系の変位 1 2( , )u u が基準座標とよばれる理由を説明しよう。図 6.1

に示す“2 層のせん断建物モデル”の運動方程式(6.2)は，元の変位 1 2( , )x x を次

のように変数変換 
     1 1 1 2 1 2,X m x X m x= =  (8.52) 

すると 

( )

( )

1 2 2
1 1 1 2 1

1 2

2 2
2 2 1 2 2

1 2

k k km X X X f t
m m
k km X X X f t
m m

+⎧ + − =⎪
⎪
⎨
⎪ − + =
⎪⎩

��

��
 (8.53) 

となる。これに対するモード振動系の変位 1 2( , )u u の変換式を 

     
1 11 12 1

2 21 22 2

X u
X u

φ φ
φ φ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭
 あるいは { } [ ]{ }X u= Φ  (8.54) 
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とする。 11φ と 21φ あるいは 12φ と 22φ は，比率が一定であれば任意に定めることが

できるので，[ ]Φ が直交行列になるように定めると，式(8.54)は直交座標変換と

なり，さらに，図 8.5 に示すように，原点を共有した 1 2X X 座標系と 1 2u u 座標系

において，慣性力ベクトル F
JG
・復元力ベクトルQ

JG
・外力ベクトル f

JG
なども，そ

れぞれ 1 つのベクトルとして表わすことができる。これが， 1 2,u u も基準“座標”

とよばれる理由である。この詳細は，第 19 章で述べる。 

0
1

2

1

2

2

2

1

1

u
u

u

u

X X→X

X

X
→ F

→
Q

図8.5　基準座標
 

 1 次変換の概念をまとめよう。“狭義の 1 次変換”と“座標変換”は本質的に

同じであり，幾何学的な視点が異なるだけである。前者は“1 つの直交座標系

のおけるベクトルの移動であり”，後者は“ベクトルを固定したままの座標系の

移動で一般に斜交座標系となる”。変換行列が直交行列になる 1 次変換は，前

者が“ベクトルの回転となり”，後者が“直交座標変換となる”。1 次変換につ

いて，一般の本では，このように厳密に用いられていないが，上記の意味をよ

く理解すれば混乱しないであろう。 
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第 3-3 部 せん断建物モデルのモード解析 
 

この部では，多自由度系における単純なモデルである“せん断建物モデル”

を用いて，モード解析の基本的事項を学ぶ。 

 

第 9 章 剛性，減衰および質量マトリックス 
 の概念と運動方程式の構築 

 

運動方程式を構築するためには，“動的につり合っている力”を“変位とそ

の導関数”によって記述しなければならない。この章では，まず，そのために

必要な剛性，減衰と質量マトリックスの概念と作成方法を述べる。最後に，そ

れらを用いて運動方程式を構築する。解析モデルとしては，3 自由度のせん断

建物モデルを用いるが，そのまま多自由度のせん断建物モデルへ拡張できる。 

 

9.1 動的な力のつり合い 

k１

m1

m2

m3

x1

x2

x3

0

3

2

1

①

③

②

f (t)1

2f (t)

f (t)2

2k

k3

f (t)3

F 3

3

3

Q
D

f (t)

F

Q
D

f (t)

F

Q
D

2

2

2

2

11

11

(b)自由物体図

図9.1　3自由度のせん断建物モデル

(a)強制減衰振動

 

図 9.1(a)と(b)は，それぞれ 3 自由度のせん断建物モデルの減衰強制振動と自

由物体図を表わしている。変位{ }x ，外力{ ( )}f t ，慣性力{ }F ，復元力{ }Q と減

衰力{ }D は，以下のとおりである。 
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{ } { }
( )
( )
( )

{ }

{ }
( )
( )
( )

{ }
( )
( )
( )

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 1

2 2

3 3

,
x f t F

x x f f t F F
x f t F

Q t D t
Q Q t D D t

Q t D t

←

←

←

←

←

←

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭
⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

節点1

節点2

節点3

節点1

節点2

節点3

  (9.1) 

図 9.1(b)に示すように，各節点では，外力，慣性力，復元力と減衰力が，動

的につり合っている。正の方向を，変位，速度，加速度，慣性力と外力は右方

向，復元力と減衰力は左方向とすると，動的な力のつり合いは 

     

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

0
0
0

F Q D f
F Q D f
F Q D f

←

←

←

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪− − + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

節点1

節点2

節点3

外力慣性力 復元力 減衰力

  (9.2) 

あるいは 
     { } { } { } { } { }0F Q D f− − + =   (9.3) 

である。これらの式を解くためには，既知の外力以外の復元力，減衰力と慣

性力を，変位とその導関数によって記述しなければならない。 

 

9.2 剛性マトリックス 

x

xb

a 要素 s

Q bs

Q bs

Qs

Qs

a

a

b端

a端

ks

b端

a端

(a)変形状態 (b)復元力

図9.2　要素の復元力
 

（１） 要素の剛性マトリックス 

図 9.2(a)に示すように，要素 sの a端と b端の変位をそれぞれ ax と bx とする。

要素 sには，図 9.2(b)に示すように，変形によって a端と b端に対して復元力 s aQ
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と s bQ を生じる。これらの復元力は，両端の変位によって定まる。したがって，

復元力は，変位によって記述することができる。 

要素の中間には力は作用しないから 
     0s a s bQ Q+ =   (9.4) 

である。復元力の大きさは，要素の両端の相対変位に比例するから 
     ( )s a s a b s a s bQ k x x k x k x= − = −   (9.5) 

である。ここで， sk は要素の剛性である。式(9.5)を(9.4)に代入すると 
     s b s a s bQ k x k x= − +   (9.6) 

となる。すなわち，要素の復元力ベクトル { }s Q と変位ベクトル { }s x は  

     
s a s s a

s b s s b

a

b

Q k k x
Q k k x

− ←⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥− ←⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

端

端

要素の変位要素の復元 要素の剛性

ベクトルマトリックス力ベクトル

  (9.7) 

あるいは 

     { } [ ] { }s ss
Q K x= ⋅   (9.8) 

の関係がある。1 つのバネにおける復元力Qと変位 xの関係Q kx= において，k

は剛性とよばれていることから， [ ]s K を要素 sの剛性マトリックス (stiffness 

matrix)とよぶ。また，式(9.8)を剛性方程式という。その各成分の番地は，以

下に示すように，たとえば，1 行 2 列の成分は，b端の変位 bx を乗じると，a端

の復元力 s aQ の一部となることを意味する。 

     
[ ]

a b

s s
s

s s

Qs a
Qs b

x x
k k

K
k k

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

  (9.9) 

（２） 系の剛性マトリックス  

 要素の剛性マトリックスが求まると，系の剛性マトリックスを求めることは

簡単である。要素 1，要素 2 と要素 3 の剛性マトリックスは，式(9.9)から 

[ ] [ ] [ ]

0 1 1 2 2 3

3 31 1 2 2
1 2 3

3 31 1 2 2

0 1 2

1 2 3
, ,

Q Q Qs s s
Q Q Qs s s

x x x x x x
k kk k k k

K K K
k kk k k k

−− − ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ −− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (9.10) 

である。つぎに，以下に示すように，系の剛性マトリックス [ ]K の枠を決める。
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その場合，拘束された変位 0 ( 0)x = は既知であるので，通常，それを除外する。

なぜならば,その方がその後の解析の手間が省けるからである。 

     
[ ]

1 2 3

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1

2

3

Q

Q

Q

x x x

k k k
K k k k

k k k

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

このマトリックスの番地と一致する各要素の成分を重ね合わせれば，以下に示

す“系の剛性マトリックス”となる。このことは，前記の番地の意味を理解し

ていれば，自ずからわかることである。 

     [ ]

1 2 3 1 2 3

11 12 13 1 2 2

21 22 23 2 2 3 3

31 32 33 3 3

1

2

3

0

0

Q

Q

Q

x x x x x x
k k k k k k

K k k k k k k k
k k k k k

+ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (9.11) 

したがって，系の復元力と変位の関係は 

     

11 12 13 1 1 2 2 1

21 22 23 2 2 2 3 3 2

31 32 33 3 3 3 3

1

2

3

0

0

Q

Q

Q

k k k x k k k x
k k k x k k k k x
k k k x k k x

⎧ ⎫ + −⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − + −⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎩ ⎭

  (9.12) 

あるいは 
{ } [ ]{ }Q K x=  (9.13) 

である。結局，復元力を変位で記述するためには，剛性マトリックスを求めれ

ばよい。 

ここで，系の剛性マトリックスの成分について，物理的な意味を考えてみよ

う。系の剛性方程式は下記のように変形できる。 

1 11 12 13 1 11 12 13

2 21 22 23 2 21 1 22 2 23 3

3 31 32 33 3 31 32 33

Q k k k x k k k
Q k k k x k x k x k x
Q k k k x k k k

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= = + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

  (9.14) 

図 9.3(a)に示すように，節点 1 の変位だけが単位長さ，すなわち 1 2 31, 0x x x= = =

になるように外力を加えると，外力，復元力と剛性の関係は，図 9.3(a)の自由

物体図および式(9.14)から 
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1 1 11

2 2 21 11 1 1 21 2 2 31 3 3

3 3 31

1, , ,
P Q k
P Q k k Q P k Q P k Q P
P Q k

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = × ∴ = = = = = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

               

となる。すなわち，第 1 列の成分 11k ， 21k と 31k は，節点 1，節点 2 と節点 3 の

復元力(あるいは外力)である。 

P

1P

P

3

2

1
1

P3

P2

P1

1

P3

P2

P

P331

P

P

2

1

(a) (c)(b)

1

k

k

k

21

11

図 9.3　剛性マトリックスの成分の物理的意味
 

 同様に，第 2 列の成分 12k ， 22k と 32k は，図 9.3(b)に示すように，節点 2 の変

位だけが単位長さになるように外力を加えた場合の節点 1，節点 2 と節点 3 の

復元力(外力)である。また，第 3 列の成分 13k ， 23k と 33k は，図 9.3(c)に示すよ

うに，節点 3 の変位だけが単位長さになるように外力を加えた場合の節点 1，

節点 2 と節点 3 の復元力(あるいは外力)である。 

 以上のことから，系の剛性マトリックスの成分 ijk は，節点 jだけを単位長さ

だけ変位させたとき，節点 iに作用する復元力(あるいは外力)である。また，剛

性マトリックスは，相反作用の定理( i点に作用する外力 Pによって生じる j点

の変位は， j点に作用する等しい外力 Pによって生じる i点の変位に等しい)か

ら対称行列である。 

 

9.3 減衰マトリックス 

 多自由度系においても，減衰力は，通常，要素の両端の相対速度に比例する

と仮定する。系の減衰力と速度の関係は，式(9.12)の復元力と変位をそれぞれ

減衰力と速度に置き換えればよい。したがって，減衰力ベクトル{ }D と速度ベ

クトル{ }x は，以下の関係があり，結局，減衰力を速度で記述するためには，
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減衰マトリックスを求めればよい。          
{ } [ ]{ }D C x=  (9.15) 

 しかし，“個々の要素の減衰係数から求めた系の減衰力”と“実際の系全体の

減衰力”はかなり異なり，通常，要素の減衰マトリックスから系の減衰マトリ

ックスから求めることをしない。このことは，振動理論における最大の問題点

であるので，第 11 章で詳しく述べる。 

 

9.4 質量マトリックス   

(a)分布質量

要素s
m s

a端

b端

(b)節点質量

要素s

m /2s

a端

b端

m /2s

図 9.4　要素の分布質量を節点質量へ変換

置き換え

 

 バネ･マスモデルで動的解析するためには，図 9.4 に示すように，要素の分布

している質量を節点に集中させる必要がある。それには 2 つの方法ある。すな

わち，図 9.4(b)に示す要素の質量の半分ずつを両端の節点に分配するランプ

ト・マス(lumped mass)と，エネルギーとして等価に分配するコンシステント・

マス(consistent mass)である。前者に比べて後者の方の計算精度が高い。図

9.4(b)で節点質量が半円となっているのは，節点に分配される質量は，他の要

素の分布質量も存在することを表わしている。ランプト・マスおよびコンシス

テント･マスは，それぞれ質量マトリックスの“概念”および“深い意味”を理

解するために適当である。ここでは，単純なランプト･マスだけを説明する。コ

ンシステント･マスは第 12 章で述べる。 

 (１) 要素の質量マトリックス 

 この本では，一つの要素の断面は一定とする。要素の分布質量の合計を sm と

すると，ランプト・マスは，a端と b端に分配させる質量はそれぞれ / 2sm であ

るから，要素 sの a端と b端の慣性力 s aF と s bF は 

土木/建築技術者のための基礎から学ぶ振動学

civil-eye.com webセミナー 109/251 （株）CRCソリューションズ



竹名 興英 

温留漢    共著 

                              亀岡 裕行 

     

1
/ 2 02

0 / 21
2

s a
s a s a

s b s b
s b

a

b

m xF m x
F m xm x

⎧ ⎫−⎪ ⎪ ←⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎪ ⎪= = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ←⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎪ ⎪−
⎪ ⎪⎩ ⎭

端

端

要素の加速要素の慣性 要素の質量

度ベクトルマトリックス力ベクトル

  (9.16) 

となる。すなわち，要素の慣性力ベクトルと加速度ベクトルの関係は 
     { } [ ] { }s ss

F M x= − ⋅   (9.17) 

である。質点の慣性力 F と加速度 xの関係 F mx= において，mは質量とよばれ

ることから， [ ]s M を，要素 sの質量マトリックス(mass matrix)とよぶ。各番

地の意味は以下のとおりである。 

     
[ ]

/ 2 0
0 / 2

a b

s s a
s

s s b

x x
m F

M
m F

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

  (9.18) 

（２） 系の質量マトリックス 

せん断建物モデルにおいて，図 9.5 に示すように，要素①，②と③の質量(柱

および壁の質量)をそれぞれ 1m ， 2m と 3m し，節点 1，2 と 3 の元々の集中質量(天

井および床の質量)を 1M ， 2M と 3M とすると，系の質量マトリックスは，各要

素の質量マトリックスと各集中質量を重ね合わせることによって求めることが

できる。すなわち 

[ ]

1 2 3

1 2 1 1

2 3 2 2

3 3 3

2 2 0 0
0 2 2 0
0 0 2

x x x
m m M F

M m m M F
m M F

+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥= + +⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

  (9.19) 

である。ただし，建築の耐震設計では，通常，最下層の要素①の全質量が節

点 1 に集中するとして安全側に設計する。  

したがって，系の慣性力ベクトルと加速度ベクトルの関係は 

1 1 2 1 1

2 2 3 2 2

3 3 3 3

2 2 0 0
0 2 2 0
0 0 2

F m m M x
F m m M x
F m M x

+ +⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥+⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

  (9.20) 

あるいは 
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     { } [ ]{ }F M x= −   (9.21) 

である。結局，慣性力を加速度で記述するためには質量マトリックスを求め

ればよい。 

m /2

(a)分布質量

3

2 3

3m /2

3m /2

m /2

m /2

2

2

1

3m

m

m

2

1
0

3

2

1 1 2

①

②

③

1M

M

M3

2

m /2+M

m /2+m /2+M

m /2+m /2+M

3

2

1

図 9.5　ランプト・マス

(b)節点質量への置き換え

 
9.5 運動方程式の構築  

（１） 減衰強制振動  

 この減衰強制振動は，地震以外の外力による強制振動を意味する。したがっ

て，系の拘束節点が絶対座標系に対して固定され，拘束されていない節点の変

位{ }x は絶対変位である。この減衰強制振動の運動方程式は，動的な力のつり

合い式(9.3)に，式(9.13)・(9.15)・(9.21)を代入することによって求まる。 

     [ ]{ }( ) [ ]{ } [ ]{ } { } { }0M x K x C x f− − − + =  (9.22) 

この式を移項すると，振動学で一般に用いられる運動方程式 

     [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }M x C x K x f+ + =
外力慣性力 復元力減衰力

  (9.23) 

となる。慣性力は厳密には ( [ ]{ })M x− であるが，振動学では習慣的に [ ]{ }M x を

慣性力とよぶ場合が多い。この本では，以降，できるだけ前者で表現するが，

かえって煩雑になる場合は後者で表現し，それを“振動学の慣性力”とよぶこ

とにする。 

非減衰振動あるいは自由振動の場合は，それぞれ減衰力の項あるいは外力の

項を式(9.23)から除けばよい。 

（２） 地震に対する減衰応答 

 地震の場合，系の拘束節点は地盤に対して固定されている。地震による地盤
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の絶対加速度を gx とし，拘束節点以外の各節点の地盤に対する相対変位を{ }x

とすると，その運動方程式は，式(9.23)において，復元力と減衰力はそれぞれ

地盤に対する相対変位と相対速度に対するものであるからそのままであり，外

力は 0 である。しかし，慣性力{ }F は，絶対加速度に対するものであるから 

     { } [ ] [ ] [ ]
1 1

2 2

g g

g g

x x x x
F M x x M x M x

+⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − + = − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

     [ ] [ ]
1

2

1
1 g

x
M x M x

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

   { } [ ]{ } [ ]{ }1 gF M x M x∴ = − −   (9.24) 

である。式(9.23)で慣性力を式(9.24)に入れ替え，さらに{ } {0}f = を代入し，

移項すると 

     [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }1 gM x C x K x M x+ + = −   (9.25) 

となる。式(9.25)は，減衰強制振動の式(9.23)で，見かけ上，外力{ }f を [ ]{1} gM x−

に置きかえたものに等しい。しかし，式  (9.23)の{ }x は絶対加速度であり，式

(9.25)の{ }x は相対加速度であることに注意しなければならない。 

 “一般に提供されている動的解析プログラム”による地震応答の解析結果の

出力は，通常，加速度は絶対加速度，速度は相対速度，変位は相対変位である。 

 

9.6 要約 

 多自由度系の運動方程式は，動的な力のつり合い式における慣性力，減衰力

と復元力を，それぞれ加速度，速度と変位で記述することによって求めること

ができる。それらの力を変位あるいはその導関数で記述するためには，それぞ

れ系の剛性，減衰と質量マトリックスを求めなければならない。系の剛性と質

量マトリックスは，各要素の剛性と質量マトリックスから，重ね合わせによっ

て求めることができる。ただし，系の減衰マトリックスは，通常，別な方法で

求める。したがって，運動方程式を構築するために必要な主要な作業は，要素

の質量マトリックスと剛性マトリックスを求めることである。                 
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第 10 章 非減衰振動のモード解析 
 

 この章では，非減衰自由振動および調和地盤動に対する非減衰応答について

モード解析を実施し，実際のモード解析を実感する。解析は，図 10.1 に示す 2

自由度のせん断建物モデルを用いるが，そのまま多自由度のせん断建物モデル

へ拡張できる。 

図 10.1 の解析モデルの剛性と質量マトリックスは，式(9.11)と(9.19)より 

     
[ ] [ ]

1 2 1 2

1 2 2 1 1 1

2 2 2 2 2

0
,

0

x x x x
k k k Q m F

K M
k k Q m F
+ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (10.1) 

である。ここで， 1k と 2k は要素 1 と要素 2 の剛性， 1m と 2m は節点 1 と節点 2

の質量(要素の分布質量は節点質量に置き換えられている)である。  

2

1m =20000kg

2m =10000kg

1

図10.1　2自由度のせん断建物モデル

k =30000kN/m

k =40000kN/m0

2

1

①

②

m2

m1

k2

k1

 

10.1  非減衰自由振動 

 非減衰自由振動の運動方程式は，式(9.23)で [ ] [0],{ } {0}C f= = を代入した 
     [ ]{ } [ ]{ } { }0M x K x+ =  

あるいは 

     
1 1 1 2 2 1

2 2 2 2 2

0 0
0 0
m x k k k x

m x k k x
+ −⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

+ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭
  (10.2) 

である。 

元の変位{ }x と基準座標{ }u の関係(変数変換式)は，式(6.15)より 

     { } [ ]{ } { } { } { }1 2
x u uφ φ⎡ ⎤= Φ = ⎣ ⎦  

あるいは 
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1 11 12 1 11 12 1

2 21 22 2 21 22 2

x u u
x u u

φ φ φ φ
φ φ φ φ

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥

⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
  (10.3) 

である。ここで， 1{ }φ と 2{ }φ はそれぞれ 1 次と 2 次のモードベクトルである。[ ]Φ

をモードマトリックスという。 

（１） 固有値解析 

固有円振動数 1 2,ω ω とモードベクトル 1 2{ } ,{ }φ φ を求めるために，式(6.27)で示

したように，それぞれωと{ }φ に置き換え，また， uは 1 自由度系の非減衰自

由振動であるから 

{ } { }x uφ=  あるいは ( )1 1

2 2

, cos
x

u u A t
x

φ
ω θ

φ
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= = +⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

  (10.4) 

である。ここで， Aとθ は初期条件から定まる定数である。式(10.4)を 2 回連

続して微分すると 

{ } { } ( )2 cosx A tω φ ω θ= − +  あるいは ( )1 12

2 2

cos
x

A t
x

φ
ω ω θ

φ
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= − +⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

  (10.5) 

となる。式(10.4)・(10.5)を(10.2)に代入すると 

     [ ] [ ]( ){ } ( ) { }2 cos 0K M A tω φ ω θ− + =  

あるいは 

     ( )1 2 2 1 12

2 2 2 2

0 0
cos

0 0
k k k m

A t
k k m

φ
ω ω θ

φ
⎛ ⎞+ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

− + =⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎝ ⎠
                        

となる。 cos( ) 0A tω θ+ ≠ を消去すると 

     [ ] [ ]( ){ } { }2 0K Mω φ− =   (10.6)                

あるいは 

     
1 2 2 1 12

2 2 2 2

0 0
0 0

k k k m
k k m

φ
ω

φ
⎛ + − ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

− =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎝ ⎠
 (10.7)                

となる。固有値 2ω とモードベクトル{ }φ を求める問題を固有値問題という。 

式(10.7)が{ }φ が自明でない(振動する)解を持つためには，行列式が 

     [ ] [ ]2 0K Mω− =   (10.8)                

土木/建築技術者のための基礎から学ぶ振動学

civil-eye.com webセミナー 114/251 （株）CRCソリューションズ



竹名 興英 

温留漢    共著 

                              亀岡 裕行 

あるいは 

     
1 2 2 12

2 2 2

0
0

0
k k k m
k k m

ω
+ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (10.9)                

でなければならない。これは，固有円振動数ωを決める方程式であるので，特

性方程式(characteristic equation)とよばれる。 

この多項式を計算する方法として，ヤコビ法(Jacobi Method)，サブスペース

法(Subspace Iteration Method)やハウスホルダー法(Householder Method)な

どがある(これらを説明するためには，かなりの紙面を要し，またモード解析の

概念には直接には関係しないので，この紹介にとどめる）。 

 なお，コンピュータで計算する場合，固有値問題は標準形に変換して固有値

解析が行われる。標準形固有値問題は第 19 章で説明する。 
 

例題 10.a 特性方程式 

“図 10.1 の問題”について特性方程式を解き，固有円振動数とモードベクト

ルを求めよう。 

特性方程式(10.9)は 
2

1 2 1 2
2

2 2 2

0
k k m k

k k m
ω

ω
+ − −

=
− −

 

   ( )( )2 2 2
1 2 1 2 2 2 0k k m k m kω ω∴ + − − − =  

    ( ){ } ( )4 2 2
1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 2 0mm m k m k k k k k kω ω∴ − + + + + − =  (a) 

である。 

式(a)に，図 10.1 に示す数値を代入すると下式となる。 
8 4 12 2 152.0 10 1.3 10 1.2 10 0ω ω× − × + × =  

これを解くと，1 次モードと 2 次モードの固有円振動数が，以下のように求ま

る。 

1 233.38rad/s, 73.39rad/sω ω= =  (b) 

 つぎに，モードベクトルを求めよう。同次方程式(10.7)の第 1 式と第 2 式は，

係数行列の行列式が 0 であるので，同じ式である。第 2 式を用いると  
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     ( )2
2 1 2 2 2 0k k mφ ω φ− + − =   

   ( )2
1 2 2 2 2/ /k m kφ φ ω∴ = −   

となる。 1 33.38rad/sω = を代入すると                 

     11 21/ 0.6286φ φ =    

となる。モードベクトルの大きい方の成分 21φ を 1 とすると，1 次モードベクト

ルは 

     { } 11
1

21

0.6286
1

φ
φ

φ
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭⎩ ⎭

 (c) 

となる。同様に 2 73.39rad/sω = を代入すると 
     12 22/ 0.7954φ φ = −    

となる。したがって，2 次モードベクトルは 

     { } 12
2

22

0.7954
1

φ
φ

φ
−⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭⎩ ⎭

 (d) 

である。図 10.a にモード図を示す。 

21
Φ  =1 Φ  =1

Φ  =0.6286

Φ  =-0.7954

11

12

22

(a)1次モード (b)2次モード

図10.a　モード図
 

 モードマトリックスは，式(10.3)より 

     [ ] { } { } 11 12
1 2

21 22

0.6286 0.7954
1 1

φ φ
φ φ

φ φ
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎡ ⎤Φ = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎣ ⎦⎣ ⎦

 (e) 

である。ゆえに，元の変位{ }x と基準座標{ }u の変数変換式は，式(10.3)より 

1 1

2 2

0.6286 0.7954
1 1

x u
x u

−⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (f) 
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である。 

 

（２） 連成しない方程式の構築 

運動方程式(10.2)に変数変換式(10.3)を代入して，さらに左からモードマトリ

ックスの転置を乗じると 

     [ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ][ ]{ } 0T TM u K uΦ Φ + Φ Φ =  

あるいは 

{ }
{ }

[ ] { } { }
{ }
{ }

[ ] { } { }1 11 1
1 2 1 2

2 22 2

0
T T

T T

u u
M K

u u
φ φ

φ φ φ φ
φ φ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (10.10) 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }
{ } [ ]{ } { } [ ]{ }

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }
{ } [ ]{ } { } [ ]{ }

11 1 1 2

22 1 2 2

11 1 1 2

22 1 2 2

0

T T

T T

T T

T T

M M u
uM M

K K u
uK K

φ φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ φ

⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎢ ⎥∴ ⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎢ ⎥+ =⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎣ ⎦

 (10.11) 

となる(例題 8.a 参照)。ここで，以降の解析で必要な“モードベクトルの直交

性”について一般的な証明をしよう。 

 

“モードベクトルの直交性”とは， i j≠ の場合 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }0, 0T T

i j i j
M Kφ φ φ φ= =   (10.12) 

である。 

 相異なる i次と j次モードベクトルを{ }iφ と{ } jφ とすると，式(10.6)より 
     [ ]{ } [ ]{ }2

i i i
M Kω φ φ=   (10.13) 

     [ ]{ } [ ]{ }2
j j j
M Kω φ φ=   (10.14) 

である。 iω と jω は i次モードと j次モードの固有円振動数である。 

式(10.14)の左から i次モードベクトルの転置{ }Tiφ を左から乗じると 
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     { } [ ]{ } { } [ ]{ }2 T T
j i j i j

M Kω φ φ φ φ=   (10.15) 

となる。式(10.13)の全体を転置し，右から j次モードベクトル{ }jφ を乗じると 

     [ ]{ }( ) { } [ ]{ }( ) { }2 T T

i i j i j
M Kω φ φ φ φ=  

となる。 ([ ][ ]) [ ] [ ]T T TA B B A= であることと，[ ]M と [ ]K が対称行列なので転置

しても変わらないことを考慮すると，次式となる。 

     { } [ ]{ } { } [ ]{ }2 T T
i i j i j

M Kω φ φ φ φ=   (10.16) 

式(10.15)から式(10.16)を引くと 

     ( ){ } [ ]{ }2 2 0T
j i i j

Mω ω φ φ− =   (10.17) 

となる。 i jω ω≠ であるから 

     { } [ ]{ } 0T

i j
Mφ φ =   (10.18) 

となる。これが“質量に対するモードベクトルの直交性”である。式(10.18)

を式(10.16)に代入すると 

     { } [ ]{ } 0T

i j
Kφ φ =   (10.19) 

となる。これが“剛性に対するモードベクトルの直交性”である。 

 

 この“モードベクトルの直交性”を式(10.10)および(10.11)に適用すると，加

速度ベクトル{ }u と変位ベクトル{ }u の掛かる行列は，対角成分以外が 0 となる

ので 

[ ] [ ] [ ][ ] { } [ ]{ }
{ } [ ]{ }

[ ] [ ] [ ][ ] { } [ ]{ }
{ } [ ]{ }

* 1 1

2 2

* 1 1

2 2

0

0

0

0

T
T

T

T
T

T

M
M M

M

K
K K

K

φ φ

φ φ

φ φ

φ φ

⎧ ⎡ ⎤
⎪ ⎢ ⎥= Φ Φ =
⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦
⎨

⎡ ⎤⎪
⎢ ⎥= Φ Φ =⎪
⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

 (10.20) 

となる。したがって，式(10.11)は，連成しない方程式 
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{ } [ ]{ }
{ } [ ]{ }

{ } [ ]{ }
{ } [ ]{ }

11 1

22 2

11 1

22 2

0

0

0
0

0

T

T

T

T

M u
uM

K u
uK

φ φ

φ φ

φ φ

φ φ

⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎢ ⎥+ =⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎣ ⎦

 (10.21) 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }
{ } [ ]{ } { } [ ]{ }

1 11 1 1 1

2 22 2 2 2

0

0

T T

T T

M u K u

M u K u

φ φ φ φ

φ φ φ φ

⎧ + =⎪∴ ⎨
+ =⎪⎩

 (10.22) 

となる。すなわち，モード振動系の運動方程式となる。したがって，

*
1 1 1{ ) [ ]{ }Tm Mφ φ= と *

1 1 1{ ) [ ]{ }Tk Kφ φ= は，それぞれ 1 次モードの一般化質量と一

般化剛性である。また， *
2 2 2{ ) [ ]{ }Tm Mφ φ= と *

2 2 2{ ) [ ]{ }Tk Kφ φ= は，2 次モードの

それぞれである。 *[ ] [ ] [ ][ ]TM M= Φ Φ と *[ ] [ ] [ ][ ]TK K= Φ Φ を，それぞれ一般化質

量マトリックスと一般化剛性マトリックスという。 

 n自由度系では， i次のモード振動系の運動方程式は 
     ( )* * 0 1, 2, ,i i i im u k u i n+ = =  (10.23) 

と表わせるから，一般化質量 *
im は 

{ } [ ]{ }* T
i i i
m Mφ φ=  (10.24) 

である。また，一般化剛性 *
ik は，式(10.13)より 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }* 2 2 *T T
i i i ii i i i
k K M mφ φ ω φ φ ω= = =   (10.25) 

である。一般化質量マトリックスと一般化剛性マトリックスは 

[ ] [ ][ ]

[ ] [ ][ ]

*
1

*
* 2

*

*
1

*
* 2

*

0 0
0 0

0 0

0 0
0 0

0 0

T

n

T

n

m
m

M M

m

k
k

K K

k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ = Φ Φ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ = Φ Φ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  (10.26) 

である。 

ランプド・マスの条件で i次モードの一般化質量と一般化剛性は 
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{ } [ ]{ } { }

1 1

2 2*
1 2

0 0
0 0

0 0

i

T i
i i i nii i

n ni

m
m

m M

m

φ
φ

φ φ φ φ φ

φ

⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪

⎪ ⎪⎢ ⎥= = ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭

 

{ }

1

2 2
1 1 2 2

1

i

n
i

i i n ni k ki
k

ni

m m m m

φ
φ

φ φ φ φ

φ
=

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪= =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  (10.27) 

* 2 * 2 2

1

n

i i i i k ki
k

k m mω ω φ
=

= = ∑  (10.28) 

である。 

以上のように，“連成しない方程式に変換する仕組み”は，数学的に見た場合，

元の方程式を変数変換し，左から“モードマトリックスの転置”を乗じること

である。この詳しい説明は，第 19 章で行う。 

 正規化されていないモードベクトル { }ia から，正規化したモードベクトル

{ }iφ を求めよう。それらの関係を 

     { } { }i i
aφ µ=  (10.29) 

とする。{ } [ ]{ }1
1T

i
Mφ φ = とおき，式(10.29)を代入すると 

     { } [ ]{ } { } [ ] { } { } [ ]{ }21 T T T

i i i i i i
M a M a a M aφ φ µ µ µ= = =  (10.30) 

となる。したがって，正規化するための係数 µ は以下のとおりである。 

     

{ } [ ]{ }
1

T

i i
a M a

µ =  (10.31) 

 

例題 10.b モードベクトルの正規化 

例題 10a で求めたモードベクトルを正規化しよう。 

 正規化されていない 1 次モードベクトルの成分は，例題 10.a の式(c)から 

    11 210.6286, 1a a= =  

であり，正規化するための係数は，式(10.31)・(10.27)より 
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   -1/2
1 2 2 2 2

1 11 2 21

1 1 0.007474kg
20000 0.6286 10000 1m a m a

µ = = =
+ × + ×

 

である。正規化されたモードベクトルの成分 11 21,φ φ は，式(10.29)から 
     -1/2

11 1 11 0.007474 0.6286 0.004698kgaφ µ= = × =  

     -1/2
21 1 21 0.007474 1 0.007474kgaφ µ= = × =  

となる。正規化されていない 2 次モードベクトルの成分は，例題 10.a の式(d)

から 

    12 220.7954, 1a a= − =  

であり，正規化するための係数は 

( )
-1/2

2 2 2 2 2
1 12 2 22

1 1 0.006644kg
20000 0.7954 10000 1m a m a

µ = = =
+ × − + ×

 

である。正規化されたモードベクトルの成分 12 22,φ φ は 
     ( ) -1/2

12 2 12 0.006644 0.7954 0.005285kgaφ µ= = × − = −  

     -1/2
22 2 22 0.006644 1 0.006644kgaφ µ= = × =  

である。したがって，正規化されたモードマトリックスは 

   [ ] { } { } 11 12 -1 2
1 2

21 22

0.004698 0.005285
kg

0.007474 0.006644
φ φ

φ φ
φ φ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤Φ = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (a) 

である。 

正規化した運動方程式は， * 1m = を式(10.23)・(10.25)に代入すると 
     2 0i i iu uω+ =  (b) 

が求まる。この一般解は 

1 2cos sini i i i iu C t C tω ω= +  (c) 

である。 1 2,i iC C は初期条件から定まる定数である。例題 10.a の式(b)の固有振

動数を代入すると 

1 11 21

2 12 22

cos33.38 sin 33.38
cos 73.39 sin 73.39

u C t C t
u C t C t
= +⎧

⎨ = +⎩
 (d) 

となる。 

 

 ここで，“元の変位の初期条件”から“基準座標の初期条件”を求めるために

便利な展開定理(expansion theorem)を説明しておこう。元の変位{ }x と基準座
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標{ }u の関係は，式(10.3)から 
     { } [ ]{ } { } { } { }1 21 2 nn

x u u u uφ φ φ= Φ = + + +   (10.32) 

である。両辺に{ } [ ]T
i Mφ を左から乗じると，“モードベクトルの直交性”から， 

{ } [ ]{ }T

i i
Mφ φ 以外は 0 となるので 

     
{ } [ ]{ }
{ } [ ]{ }

T

i
i T

i i

M x
u

M

φ

φ φ
=  (10.33) 

である。これが展開定理である。式(10.33)は，初期状態を含んで任意の振動状

態で成り立つ。したがって，元の変位{ }x に対する基準座標{ }u は，この式によ

って求めることができる。また，展開定理は，速度と加速度についても成り立

つ。 

式(10.33)は，ランプト・マスで正規化すると， { } [ ]{ } 1T
i iMφ φ = より 

{ } [ ]{ }

{ }

1 1

2 2
1 2

1

0 0
0 0

0 0

T
i i

n

i i ni k ki k
k

n n

u M x

m x
m x

m x

m x

φ

φ φ φ φ
=

=

⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪

⎪ ⎪⎢ ⎥= =⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭

∑
 (10.34) 

である。 

 
例題 10.c 基準座標の初期条件，基準振動の解と元の変位の解 

 “図 10.1 の問題”で非減衰自由振動の場合について，基準座標の初期条件を

展開定理で求め，基準振動と元の変位の解を求めよう。 0t = の元の変位と速度

を 1 2 0.1x x m= = ， 1 2 0x x= = にする。 

基準座標{ }u の初期条件は，式(10.34)に数値を代入すると  

( )
1

2

20000 0.004698 0.1 10000 0.007474 0.1
20000 0.005285 0.1 10000 0.006644 0.1

u
u
= × × + × ×⎧⎪

⎨ = × − × + × ×⎪⎩
 

1 2
1

1 2
2

16.87 m kg

3.926m kg

u

u

⎧ = ⋅⎪∴ ⎨
= − ⋅⎪⎩

 (a) 

となる。速度{ }u の初期条件は，式(10.34)を微分し，数値を代入すると 

1 20, 0u u= =  (b) 

となる。 
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基準座標の初期条件が定まったので，これに対するモード振動系(基準座標)

の特解を求めよう。例題 10.b に示す一般解･式(d)を 1 回微分すると 

1 11 21

2 12 22

33.38 sin 33.38 33.38 cos33.38
73.39 sin 73.39 73.39 cos 73.39

u C t C t
u C t C t
= − +⎧

⎨ = − +⎩
 (c) 

となる。この式に 0t = と式(b)を代入すると， 21 22 0C C= = となる。例題 10.b

の式(d)は 

1 11 2 21cos33.38 , cos73.39u C t u C t= =  (d) 

と な る 。 こ の 式 に 0t = と 式 (a) を 代 入 す る と ， 1 2
11 16.87m kgC = ⋅ ，

1 2
12 3.926m kgC = − ⋅ が求まる。したがって，基準座標の初期条件に対する特解

は次式となる。 

1 216.87cos33.38 , 3.926cos73.39u t u t= = −  (e) 

この式を例題 10.a の変数変換式(f)に代入ると，最終目的である，初期条件に対

する元の変位{ }x の特解 

1

2

0.004698 0.005285 16.87cos33.38
0.007474 0.006644 3.926cos73.39

x t
x t

−⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎩ ⎭

 (f) 

を得る。 

 

10.2 調和地盤動に対する非減衰応答 

 図 10.1 において，地盤加速度 gx が，振幅 1 の調和振動 
     singx pt=  (10.35) 

である場合の非減衰応答を解析しよう。その運動方程式は，式(9.27)に [ ] [0]C =

と式(10.35)を代入した次式である。 
     [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }1 sinM x K x M pt+ = −   (10.36) 

 この式に変数変換式(10.3)を代入し，さらに左からモードマトリックスの転

置を乗ずると 

     [ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ]{ }1 sinT T TM u K u M ptΦ Φ + Φ Φ = − Φ   (10.37) 

となり，“モードベクトルの直交性”から，連成しない方程式 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ }2 1 sinT T T
i i ii i i i i

M u M u M ptφ φ ω φ φ φ+ = −   (10.38) 
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となる。両辺を一般化質量{ } [ ]{ }T
i iMφ φ でわると 

     2 sini i i iu u ptω β+ = −   (10.39) 

となる。ここで， iβ は刺激係数で 

     
{ } [ ]{ }
{ } [ ]{ }

1T

i
i T

i i

M

M

φ
β

φ φ
=   (10.40) 

である。正規化した刺激係数は，{ } [ ]{ } 1T
i iMφ φ = より 

{ } [ ]{ }1T
i i

Mβ φ=  (10.41) 

である。正規化したランプト・マスの刺激係数は， 

{ } [ ]{ } { }

1

2
1 2

1

0 0
0 0

1

0 0

n
T

i i i ni k kii
k

n

m
m

M m

m

β φ φ φ φ φ
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  (10.42) 

である。 

式(10.39)の一般解は，式(3.6)で 0 /F mを ( )iβ− に置き換えたものであるから 

1 2 2 2cos sin sini
i i i i i

i

u C t C t pt
p

β
ω ω

ω
= + −

−
 (10.43) 

である。初期条件を { }{ } { } 0x x= = とすると，それに対する基準座標の初期条件

は，展開定理から{ } { } {0}u u= = である。式(10.43)に 0t = と{ } {0}u = を代入する

と， 1 0iC = となる。したがって，式(10.43)は 

2 2 2sin sini
i i i

i

u C t pt
p

β
ω

ω
= −

−
 (10.44) 

となる。1 回微分すると 

2 2 2cos cosi
i i i

i

p
u C t pt

p
β

ω ω
ω

= −
−

 (10.45) 

この式に 0t = と { }{ } 0u = を代入すると 

( )2 2 2i i
i i

pC
p

β
ω ω

=
−

 

したがって，式(10.44)は次式となる。 
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2 2 sin sini
i i

i i

pu t pt
p

β ω
ω ω

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

 (10.46) 

 

例題 10.d 基準座標と元の変位の解 

 “図 10.1 の問題”で地盤加速度 gx が，振幅 1 および円振動数 10rad/sp = で

調和振動する場合の基準座標と元の変位の解を求めよう。 
 正規化したランプト・マスの刺激係数は，式(10.42)から 

( )

2
1/2

1 1

2
1/2

2 2

20000 0.004698 10000 0.007474 168.7kg

20000 0.005285 10000 0.006644 39.26kg

k k
k i

k k
k i

m

m

β φ

β φ

=

=

⎧ = = × + × =⎪⎪
⎨
⎪ = = × − + × = −
⎪⎩

∑

∑
  (a)                

である。基準座標{ }u の解は，式(10.46)に数値を代入し 

( )

1 2 2

168.7 10 sin33.38 sin10
33.38 10 33.38
0.1663 0.2996sin33.38 sin10

u t t

t t

⎛ ⎞= −⎜ ⎟− ⎝ ⎠
= −

 (b) 

( )

2 2 2

39.26 10 sin 73.39 sin10
73.39 10 73.39
0.007427 0.1363sin 73.39 sin10

u t t

t t

− ⎛ ⎞= −⎜ ⎟− ⎝ ⎠
= − −

 (c) 

である。これらの式を変数変換式(10.32)に代入ると，以下に示すように，最終

目的である元の変位{ }x の解が求まる。 

( )
( )

1

2

0.1663 0.2966sin33.38 sin100.004698 0.005285
0.007427 0.1363sin 73.39 sin100.007474 0.006644

t tx
t tx
−⎧ ⎫−⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ − −⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (d) 

 

10.3 要約 

 モード解析とは，“①連成している運動方程式を，元の変位から基準座標に変

数変換し，左からモードマトリックスの転置を乗じることによって，基準座標

を変数とする連成しない微分方程式群に変える，②それらを解く，③それらの

解を逆に変数変換によって元の変位の解を求める” 解法である。 
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第 11 章 多自由度系における減衰力の取り扱い方 
 

 この章では，“多自由度系の減衰”に対する解析上の問題点を明確にする。橋

梁などの減衰効果が複雑な系では，解析に用いる減衰力を定めるために，強引

な仮定を導入せざるを得ない。そのために，解析上で減衰力を過大に評価する

場合がある。それを解決するための工夫もこの章で示す。 

 

11.1 比例減衰 

 1 自由度系に対する“ニュートンの運動方程式”として，一般に 

     ( ) ( ) ( )mx f t cx kx= + − + −
外力 復元力減衰力

  (11.1)  

が用いられる。変位 xに対する精度の高い解を得るためには，右辺で“与えら

れる外力 ( )f t 以外”の項が実際の力をできるだけ再現している必要がある。実

験で求めた剛性 kを用いた ( )kx− は，精度の良い“復元力の近似”である。また，

同様の減衰係数 cを用いた ( )cx− は，比較的に精度の良い“減衰力の近似”であ

る。したがって，1 自由度系の振動状態に対して，式(11.1)から比較的に精度の

良い解を求めることができる。 

 多自由度系に対する“ニュートンの運動方程式”として，一般に 

     [ ]{ } ( ){ } [ ]{ }( ) [ ]{ }( )M x f t C x K x= + − + −

外力 復元力減衰力

  (11.2)  

が用いられる。各要素 sの剛性 sk を個々に実験によって定め，9.2 節で述べた

方法で系の剛性マトリックス [ ]K を求めれば， [ ]{ }K x は，比較的に精度の良い

“復元力の近似”となる。しかし，各要素 sの減衰係数 sc を個々に実験によっ

て定め，9.3 節で述べた方法で系の減衰マトリックスで求めても， [ ]{ }C x は実

際の減衰力と合致しない。なぜならば，要素によって組み立てられた多自由度

系の減衰(構造減衰(structural damping))は，各要素から算定した減衰よりはる

かに大きい値を示す場合が多いからである。これは要素の接合部のすべり摩擦

などがあるためである。したがって，多自由度系の減衰は，系全体としてマク

ロ的にとらえざるをえない。 

そこで次のような仮定を導入する。“力のつり合い”において，減衰力は他
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の力に比べて通常小さいので，減衰振動も非減衰振動と同じ基準振動で構成さ

れると仮定する。言い換えれば，減衰力に対しても“モードベクトルの直交性”

が成立すると仮定する。この仮定を比例減衰(proportional damping)という。 

 式(11.2)に変数変換式(10.3)を代入し，左からモードマトリックスの転置を乗

じると 

     [ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ][ ]{ } { }0T T TM u C u K uΦ Φ + Φ Φ + Φ Φ =   (11.3)  

となる。比例減衰の仮定に基づいて，“モードベクトルの直交性”から，以下の

ように連成しない方程式となる。 
     ( ) ( )* * * * 1, 2, ,i i i i i i im u c u k u f t i n+ + = =   (11.4) 

     { } [ ]{ }* T
i i i
c Cφ φ=   (11.5) 

あるいは 

     
( )*

* 2
*2 i

i i i i i
i

f t
u h u u

m
ω ω+ + =   (11.6)  

     * * * *2i i i ih c k m=  すなわち * * *2i i i ic m h ω=   (11.7) 

となる。 *
ic と *

ih は，それぞれ i次モードの一般化減衰係数と一般化減衰定数と

いう。また，一般化減衰マトリックス *[ ]C は，以下のとおりである。 

     [ ] [ ][ ]

*
1

*
* 2

*

0 0
0 0

0 0

T

n

c
c

C C

c

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ = Φ Φ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  (11.8) 

 比例減衰の仮定に基づいて，実験の対数減衰率から多自由度系の一般化減衰

定数を求めることができる。すなわち，“あるモードの固有振動数と同じ振動数

の調和外力”によって強制振動させたときの定常振動は，理論上，そのモード

の基準振動だけで他のモードの基準振動は含まれない。したがって，そのモー

ドの一般化減衰定数は，その強制振動が定常振動に移行したことを確認した上

で外力を開放した自由振動の対数減衰率から求められる。しかし，実験で測定

可能な一般化減衰定数は，実験の精度上から 1 次モードからせいぜい 3 次モー
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ドまでである。したがって，それ以上のモード次数の一般化減衰定数を定める

ために，さらに仮定を設けなければならない。 

 このようにして，まず，すべてのモードの一般化減衰定数 *
ih を定める。モー

ド解析の場合は，それで解析可能であるが，非線形解析などの数値解析の場合

は，減衰マトリックス [ ]C が必要であるので， [ ]C は *
ih から逆算する。 

 

11.2 一般化減衰定数の定め方 

 一般化減衰定数を定めることに対して，構造物(系)は 2 つの種類に分類でき

る。すなわち，①建物にように，構造形式が比較的に単純な場合は，全体の振

動に影響を及ぼす基準振動の数が少ないので，実験によって裏打ちされた主要

なモードの一般化減衰定数を定めることができる，②橋梁のように，上部構造，

支承，下部構造および基礎構造などの複数の構造体で構成された複雑な系では，

実験に裏打ちされた一般化減衰定数を定めることが困難である。 

それぞれの構造種類に対する“一般化減衰定数の定め方”を説明する。すな

わち，それぞれレーリー減衰(Rayleigh damping)およびひずみエネルギー比例

減衰(この比例は，ひずみエネルギーに対して比例することを意味し，比例減衰

のそれとは意味が異なる)である。 

（１） レーリー減衰 

レーリー減衰は，主要な 2 つモードの一般化減衰定数が実験的にわかってい

る場合に，他のモードの一般化減衰係数を定める方法である。これらの 2 つの

モードの基準振動が，元の振動のほとんどを占める場合(地震に対しては等価質

量比の大きさによって判断できる)，他のモードの一般化減衰定数を適当に定め

ても，その影響は小さいので，十分な精度の動的解析を行うことができるわけ

である。 

 レーリー減衰では，減衰マトリックス [ ]C が，下式のように，質量マトリッ

クス [ ]M と剛性マトリックス [ ]K の 1 次結合で表わせると仮定する。[ ]M と [ ]K

を用いるのは，ともに“モードベクトルの直交性”が成り立つので，都合がよ

いからである。 

     [ ] [ ] [ ]0 1C a M a K= +   (11.9) 
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 式(11.9)に左から i次のモードベクトルの転置{ }Tiφ ，右から{ }iφ を乗じると 

     { } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ }0 1
T T T

i i i i i i
C a M a Kφ φ φ φ φ φ= +        

となる。この式に(11.7)・(10.24)・(10.25)を代入すると 

     ( )* * * 2 * 2 *
0 1 0 12 i i i i i i i im h a m a m a a mω ω ω= + = +   

   * 2
0 12 i i ih a aω ω∴ = +   (11.10) 

となる。すなわち，式(11.9)が成り立つと仮定すると， i次モードの固有振動数

iω と一般化減衰定数 *
ih は，式(11.10)の関係がある。 

主要なモードを 1 次と 2 次とすると，それぞれの固有振動数と一般化減衰定

数を式(11.10)に代入すると，係数 0a と 1a は 

     * 2 * 2
1 1 0 1 1 2 2 0 1 22 , 2h a a h a aω ω ω ω= + = +         

   
( ) ( )* * * *

1 2 2 1 1 2 1 1 2 2
0 12 2 2 2

1 2 1 2

2 2
,

h h h h
a a

ωω ω ω ω ω

ω ω ω ω

− −
∴ = =

− −
  (11.11) 

となる。係数 0a と 1a が定まったので，i次モードの一般化減衰定数は，式(11.10)

より 

     * 0 1

2 2
i

i
i

a ah ω
ω

= +   (11.12) 

である。 

 

 例題 11.a レーリー減衰 

自由度が 198 である系について，固有値解析を行ったところ，1 次，２次と

最高次(198 次)のモードの固有円振動数が，それぞれ 

1 2 1983.3, 7.4, , 80705ω ω ω= = =    (単位： rad s )  (a) 

であった。また，実験の結果，1 次と 2 次モードの一般化減衰定数が 
     * *

1 20.05, 0.025h h= =   (b) 

であることがわかっている。この場合のレーリー減衰を求め，固有円振動数と

一般化減衰定数の関係を図示し，最高次の一般化減衰定数を調べよう。 

 レーリー減衰の係数は，式(11.11)に 1 次と 2 次モードの固有円振動数と一般
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化減衰定数の値を代入すると 

( )
0 2 2

2 3.3 7.4 0.025 3.3 0.05 7.4
0.3201

3.3 7.4
a

× × × − ×
= =

−
  (c) 

( )
1 2 2

2 0.05 3.3 0.025 7.4
0.0009118

3.3 7.4
a

× − ×
= =

−
  (d) 

となる。これらを式(11.12)に代入すると，一般化減衰定数 

     * 0.00091180.3201 0.1601 0.0004559
2 2

i
i i

i i

h ω ω
ω ω

= + = +   (e) 

が求まる。 

このレーリー減衰の一般化減衰定数と固有円振動数の関係を図示したのが

図 11.a である。各モードの固有円振動数はとびとびの値であるから，一般化減

衰定数も図の曲線においてとびとびの値を取る。当然，1 次と 2 次モードの一

般化減衰定数は， * *
1 20.05, 0.025h h= = である。また，最高次の 198 次モードの

一般化減衰定数は以下のとおりである。 

     *
198

0.1602 0.0004559 80705 36.79
80705

h = + × =   (f) 

図11.a　一般化減衰定数と固有円振動数の関係

100 200

固有円振動数　ω　(rad/s)i

1次モード

2次モード
0.05

一
般

化
減

衰
定

数
　

h
i*

 

レーリー減衰によって定められる一般化減衰定数の特徴は，図 11.a に示すよ

うに，振動数 iω 大きくなると，式(11.12)の右辺の左項は 0 に近づくが，右項は

直線的に増加する。多自由度の系の場合，一般に係数 0a および 1a は低次の一般
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化減衰定数によって定められるので，高次の一般化減衰定数は，かなり大きく

設定されることになる。したがって，地震応答解析の場合，通常の建物のよう

に，高次の刺激係数がほとんど 0 の場合は問題がないが，高次のモードの刺激

係数がある程度の大きさをもっている系の場合は，そのモードの減衰力が計算

結果に過大な影響を及ぼす可能性があるので注意しなければならない。 

 

（２） ひずみエネルギー比例減衰  

 複雑な系の場合，実験的で裏打ちされた一般化減衰定数を定めることができ

ないので，“ひずみエネルギー比例減衰”とよばれる少々強引な仮定を導入する。

この仮定は，①個々の要素の“構造減衰を加味した減衰定数(以降，要素の減衰

定数)”は，要素の種類と材料によって定まる，②あるモードの一般化減衰定数

の算定において，個々の要素の減衰定数を，その基準振動おける要素のひずみ

エネルギーの大きさに比例して考慮する，である。具体的には，一般化減衰定

数は，各要素の減衰定数とひずみエネルギーを乗じたものの合計を系全体のひ

ずみエネルギーで除した値である。以下に，“ひずみエネルギー比例減衰”によ

る一般化減衰定数の求め方を示す。 

節点a

要素s

Φ

Q

節点b

x =   u

bi

ai

bi bk i

m
b

m
a

x =   uΦai ak i

Q

Q

bis

ais

Qbis

Q ais

(a)系 (b)要素 s

Q

図11.1　i次基準振動
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 図 11.1(a)に示すように， i次基準振動における要素 sの変位は 

     { }ai ai
i is i

bi bi

xa
u u

xb
φ

φ
φ

→⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= = ⋅⎨ ⎬ ⎨ ⎬→⎩ ⎭ ⎩ ⎭

端

端
  (11.13) 

と表わせる。ここで， iu は i次基準座標， { }s iφ は要素 sの i次モードベクトル，

aiφ と biφ はその成分である。 

  このときの要素のひずみエネルギー(位置エネルギー) s iV は，図 11.1(b)に示す

ように，要素の復元力の仕事に等しいから 

     { } ( ) ( ){ }1 1
2 2s i s ai ai s bi bi s ai ai i s bi bi iV Q x Q x Q u Q uφ φ= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅   

   
1
2

T
s ai ai

s i i
s bi bi

Q
V u

Q
φ
φ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
∴ = ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 (11.14)  

である。ここで， s aiQ と s biQ は， a端と b端における要素 sの復元力である。

それらは，式(9.8)より 

     [ ] [ ] [ ]s ai ai ai i ai
is s s

s bi bi bi i bi

Q x u
K K K u

Q x u
φ φ
φ φ

⋅⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⋅⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (11.15) 

である。ここで， [ ]s K は要素 sの剛性マトリックスである。式(11.15)の転置

は， [ ]s K が対称行列であることを考慮すると 

     [ ] [ ]
TT T

s ai ai ai
i is s

s bi bi bi

Q
K u K u

Q
φ φ
φ φ

⎛ ⎞⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= ⋅ = ⋅⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎝ ⎠
 

となる。これを(11.14)に代入すると次式となる。 

     [ ] { } [ ] { } 21 1
2 2

T
Tai ai

s i i i is i s is s
bi bi

V K u u K u
φ φ

φ φ
φ φ
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (11.16)  

 i次基準振動{ }ix と基準座標 iu 関係は，式(10.32)より 
     { } { } ii i

x uφ= ⋅   (11.17) 

である。そのとき，系全体の i次基準振動のひずみエネルギー iV は，復元力に

よってなされる仕事に等しいから， 

     { } { }1
2

T
i i i
V Q x= ⋅   (11.18) 

である。この式に{ } [ ]{ }i iQ K x= を代入すると 
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     [ ]{ }( ) { } { } [ ] { }1 1
2 2

T T
i i i i i
V K x x x K x= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅   (11.19)    

となる。これに式(11.17)を代入すると 

     { } [ ] { } 21
2

T
i ii i
V K uφ φ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   (11.20) 

となる。 

 i次モードの一般化減衰定数 *
ih は，要素 sの減衰定数を s hとすると，ひずみ

エネルギー比例減衰の仮定から，式(11.16)・(11.20)より 

     

{ } [ ] { }

{ } [ ] { }
* 1 1

n n
T

s s i s s i s is
s s

i T
i i i

h V h K
h

V K

φ φ

φ φ
= =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= =

⋅ ⋅

∑ ∑
  (11.21) 

となる。 

 

例題 11.b ひずみエネルギー比例減衰による一般化減衰定数 

“図 10.1 の問題”の 2 自由度のせん断建物モデルについて，ひずみエネル

ギー比例減衰によって一般化減衰定数を求めてみよう。要素 1 と要素 2 の減衰

定数を 1 0.05h = と 2 0.025h = とする。  

 系の正規化した 1 次モードの一般化剛性 *
1 1 1{ } [ ]{ }Tk Kφ φ= は，式(10.25)から 

     { } [ ] { }* 2 * 2 2 -2
1 1 1 11 1

33.38 1114sTk K mφ φ ω ω= ⋅ ⋅ = = = =  

である。要素 1 の一般化剛性は，1 次の行列と考えてよいから 

{ } [ ] { } 7 -2
11 1 111 1 1 11

0.004698 4.0 10 0.004698 882.8sT K kφ φ φ φ⋅ ⋅ = = × × × =  

である。要素 2 の一般化剛性は，系の一般化剛性から要素 1 のそれを引けばよ

いから 

{ } [ ] { } { } [ ] { } { } [ ] { }2 1 2 1 1 1 1 1 1 12 1
21114 882.8 231.2

T T TK K K

s

φ φ φ φ φ φ
−

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

= − =
 

となる。ゆえに，1 次モードの一般化減衰定数は，式(11.21)から下式である。 

     

{ } [ ] { }

{ } [ ] { }

2

1 1
* 1
1

1 1

0.05 882.8 0.025 231.2 0.04481
1114

T
s s ss

s
T

h K
h

K

φ φ

φ φ
=

⋅ ⋅ ⋅
× + ×

= = =
⋅ ⋅

∑
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 同様に，系の正規化した 2 次モードの一般化剛性 *
2 2 2{ } [ ]{ }Tk Kφ φ= は 

     { } [ ] { }* 2 * 2 2 -2
2 2 2 22 2

73.39 5386sTk K mφ φ ω ω= ⋅ ⋅ = = = =  

である。要素 1 の一般化剛性は 

{ } [ ] { } ( ) ( )7 -2
12 1 121 2 1 21

0.005285 4.0 10 0.005285 1117sT K kφ φ φ φ⋅ ⋅ = = − × × × − =  

である。要素 2 の一般化剛性は 

{ } [ ] { } { } [ ] { } { } [ ] { }2 2 2 2 2 2 1 2 1 22 1
-25386 1117 4269s

T T TK K Kφ φ φ φ φ φ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

= − =
  

となる。ゆえに，1 次モードの一般化減衰定数は，式(11.21)から下式である。 

     

{ } [ ] { }

{ } [ ] { }

2

2 2
* 1
2

2 2

0.05 1117 0.025 4269 0.03018
5386

T
s s ss

s
T

h K
h

K

φ φ

φ φ
=

⋅ ⋅ ⋅
× + ×

= = =
⋅ ⋅

∑
 

 モード図(図 10.a)からわかるように，1 次モードの変形は要素 2 より要素 1

の方が大きいので，一般化減衰定数は要素 1 の減衰定数に近いわけである。2

次モードは逆である。 

 

11.3 減衰係数の求め方 

数値解析の場合，元の運動方程式を直積解くので，減衰マトリックス [ ]C が

必要である。それを一般化減衰定数から求める方法を述べる。 

（１） 単純な系に対するレーリー減衰の適用 

レーリー減衰を適用する場合，減衰マトリックス [ ]C は式(11.9)である。係数

0 1,a a は，主要な 2 つのモードの固有振動数と一般化減衰定数を式(11.11)に代入

することによって求まる。 

（２） 複雑な系に対する“ひずみエネルギー比例減衰”の適用 

 複雑な系に対して，すべてのモードの一般化減衰定数を“ひずみエネルギー

比例減衰”によって計算し，それから減衰マトリックスを求める方法がある。 

 式(11.8)に，左からモードマトリックスの転置の逆行列 [ ] T−Φ ，右から逆行列

1[ ]−Φ を乗じると 

     [ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ][ ] [ ]1 1*T T TC C C− − − −⎡ ⎤Φ Φ = Φ Φ Φ Φ =⎣ ⎦   (11.22) 
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となり減衰マトリックスが求まる。しかし，この方法は，自由度が大きくなる

と膨大な計算時間を要する。そこで，次のような工夫をする。 

 一般化質量マトリックスは，式(10.26)に示したように 

     [ ] [ ][ ]
*
1

* *
2

0
0T
m

M M m
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ = Φ Φ = ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

  (11.23) 

である。左から逆行列 * 1[ ]M − を乗じると，左辺は単位行列 [ ]I  

     [ ] [ ][ ]1 1* * * TM M M M
− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Φ Φ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦   

   [ ] [ ] [ ][ ]1* TI M M
−

⎡ ⎤∴ = Φ Φ⎣ ⎦   (11.24)         

となる。また，同様に 

     [ ] [ ] [ ]1I −= Φ Φ   (11.25) 

である。したがって 

     [ ] [ ] [ ] [ ][ ]11 * TM M
−− ⎡ ⎤Φ Φ = Φ Φ⎣ ⎦                     

となる。右から 1[ ]−Φ を乗じると 

[ ] [ ] [ ]11 * TM M
−− ⎡ ⎤Φ = Φ⎣ ⎦   (11.26) 

となる。 [ ] [ ]( )T TA A= ， [ ][ ] [ ] [ ]( ) T TTA B B A= および対角行列 * * 1[ ],[ ]M M − を転

置しても変わらないことを考えて，式(11.26)の全体を転置すると下式となる。 

     
[ ] [ ] [ ]( )

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )

1*

1* *

T
T T

T TTT T

M M

M M M M

−−

− −

⎡ ⎤Φ = Φ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Φ = Φ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

     [ ] [ ]( ) [ ][ ]1 1* *
TT TM M M M

− −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Φ = Φ⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (11.27) 

 式(11.26)・(11.27)を(11.22)の左辺に代入すると 

     [ ] [ ][ ] [ ] [ ]1 1* * * TC M M C M M
− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Φ Φ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (11.28) 
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となる。 
*[ ]M は対角行列であるので，その逆行列は 

     

*
1

1*
*
2

1 0

10

m

M
m

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

である(式(8.21)参照)。したがって 

   

*
* *1
1 1 1

1 1* * * * *
2 2 2*

2

1 0
2 0

10 0 2

m h m
M C M h m

m

ω
ω

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

            

*
1 1

**
11

*
2 2

* *
2 2

21 00

210 0

h
mm

h
m m

ω

ω

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

× = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (11.29) 

である。式(11.28)の右辺の一部 * 1 * * 1[ ][ ] [ ][ ] [ ]TM C M− −Φ Φ に式(11.29)を代入し，

行列はベクトルの集まりであることを考慮すると 

[ ]( )[ ]1 1* * * TM C M
− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Φ Φ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

{ } { }
{ }
{ }

*
1 1

* *
11 2 2

*
21 2 2

02
2

0
0 0

T

T

h
m h

m

ω
φω

φ φ φ

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤= ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
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{ } { }
{ }
{ }

1* *
1 1 2 2

* *1 2 2
1 2

2 2

T

Th h
m m

φ
ω ω

φ φ φ

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

{ } { } { } { } { } { }
** *

1 1 2 2
* * *1 1 2 2

1 11 2

22 2n n
T T Ti i

i i
i i i

hh h
m m m

ωω ωφ φ φ φ φ φ
= =

= + + =∑ ∑   (11.30) 

である。式(11.30)を式(11.28)に代入すれば，減衰マトリックスが求まる。       

     [ ] [ ] { } { } [ ]
*

*
1

2n
Ti i

i i
i i

h
C M M

m
ω

φ φ
=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑   (11.31) 

 

例題 11.c 減衰マトリックス 

 “図10.1の問題”について，この方法で減衰マトリックスを求めてみよう。

一般化減衰定数 * *
1 2 0.05h h= = とする。 

1次モードでは  

      
*

-11 1
*
1

2 2 0.05 33.38 3.338s
1

h
m
ω × ×

= =  

{ } { } { } 5 -1
1 1

0.004698 2.207 3.511
0.004698 0.007474 10 kg

0.007474 3.511 5.586
Tφ φ −⎧ ⎫ ⎡ ⎤
= =⎨ ⎬ ⎢ ⎥
⎩ ⎭ ⎣ ⎦

 

  { } { }
*

5 4 -1 -11 1
* 1 1
1

2.207 3.511 0.7367 1.1722 3.338 10 10 kg s
3.511 5.586 1.172 1.865

Th
m
ω φ φ − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

∴ = × =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 2次モードでは  
*

-12 2
*
2

2 2 0.05 73.39 7.339s
1

h
m
ω × ×

= =  

  { } { } { } 5 -1
2 2

0.005285 2.793 3.511
0.005285 0.006644 10 kg

0.006644 3.511 4.414
Tφ φ −− −⎧ ⎫ ⎡ ⎤
= − =⎨ ⎬ ⎢ ⎥−⎩ ⎭ ⎣ ⎦

 

{ } { }
*

5 4 -1 -12 2
* 2 2
2

2.793 3.511 2.050 2.5772 7.339 10 10 kg s
3.511 4.414 2.577 3.239

Th
m
ω φ φ − −− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

∴ = × =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

である。したがって 
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{ } { }
*2

4 4
*

1

4 -1 -1

0.7367 1.172 2.050 2.5772 10 10
1.172 1.865 2.577 3.239

2.787 1.405
10 kg s

1.405 5.104

Ti i
i i

i i

h
m
ω φ φ − −

=

−

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
∴ = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑
 

 ゆえに，減衰マトリックスは，式(11.31)より 

[ ] [ ] { } { } [ ]
*2

4
*

1

4 4 4 -1

2.0 02 10
0 1.0

2.787 1.405 2.0 0 11.15 2.810
10 10 10 kg s

1.405 5.104 0 1.0 2.810 5.104

Ti i
i i

i i

hC M M
m
ω φ φ

=

−

⎛ ⎞ ⎡ ⎤
= =⎜ ⎟ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

× × = ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑
                   

である。 

 

すべての一般化減衰定数をひずみエネルギー比例減衰で定めて非線形解析

を行う場合，高次モードの一般化減衰定数がかなり小さくなり，その影響が全

体の振動に大きな影響を及ぼし，不自然な解析結果が生じる場合がある。なぜ

ならば，高次の基準振動は，複雑な形状で振動するので減衰が大きいと考えら

れるにもかかわらず，ひずみエネルギー比例減衰で一般化減衰定数を定める場

合は，一般に次数の大きさの影響を考慮しないからである。そこで，固有振動

数が10Hz 程度までのモードの一般化減衰定数は，ひずみエネルギー比例減衰

の結果を用い，それ以上の高次の一般化減衰定数は大きな値(たとえば0.5)に設

定すると，自然な解析結果となることがある。  

（３） 複雑な系に対する“レーリー減衰の修正型”の適用 

 系の自由度が大きい場合，減衰マトリックスが，レーリー法ではバンドマト

リックス(剛性および質量マトリックスがバンドマトリックスであるから式(11.

9)より)になるのに対して，(2)項の方法ではフルマトリックスとなるので，計

算時間が大変かかる。したがって，複雑な多自由度系の場合，(2)項の方法は

あまり用いられず，またレーリー法をそのまま用いると高次のモードの減衰力

を過大に評価することとなるので，以下に述べる“レーリー減衰の修正形”が

用いられる場合が多い。  

 その方法は，まず，“ひずみエネルギー比例減衰”に基づいて，最も主要な

2つのモードの一般化減衰定数を計算し，それらによってレーリー減衰の係数
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(式(11.9)の 0 1,a a )を求める。さらに次のような工夫をする。 

(a) 要素別レーリー減衰 

 要素別レーリー減衰とは，系に免震要素(免震支承)が存在する場合，

0 1[ ] [ ] [ ]C a M a K= + における [ ]K の免震要素の剛性を0として計算する方法であ

る。なぜならば，剛性マトリックス [ ]K は，免震要素の大きな初期剛性を用い

て計算されるので，それをそのまま用いると免震要素の減衰力が過大に評価さ

れるからである。 

(b) 瞬間剛性比例減衰 

 非線形解析において塑性域に入っても， 0 1[ ] [ ] [ ]C a M a K= + における [ ]K とし

て初期剛性マトリックスを用いると，減衰力が過大に評価される可能性がある。

“瞬間剛性比例減衰”は，剛性が変化するごとに， 0 1[ ] [ ] [ ]C a M a K= + におけ

る [ ]K として接線剛性(瞬間剛性，第16章参照)を用いる方法である。 

 

11.4 地盤動に対する減衰応答 

（１） 地盤動に対する応答 

 地盤動に対する減衰振動の運動方程式は，式(9.25)より 
     [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }1 gM x C x K x M x+ + = −   (11.32)  

である。元の変位{ }x を基準座標{ }u に変数変換して，左からモードマトリック

スの転置を乗じると， n個の連成しない方程式 

   { } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ }1T T T T
i i i gi i i i i i i

M u C u K u M xφ φ φ φ φ φ φ+ + = −  (11.33) 

となる。ただし， 1,2, ,i n= である。これに式(10.24)・(11.7)・(10.25)を代入

すると下式になる。 

{ } [ ]{ }* * * 2 *2 1T
i i i i i i i i i gi
m u m h u m u M xω ω φ+ + = −  

両辺を *
im で割り，式(10.40)を代入すると 

     * 22i i i i i i i gu h u u xω ω β+ + = −   (11.34) 

となる。 

（２） 調和地盤動に対する加速度応答倍率 

 円振動数 pの調和地盤動に対する加速度応答倍率(“地盤加速度の振幅”に対
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する“定常振動の絶対加速度の振幅”の比)を求めてみよう。地盤の変位を 
     0 singx b pt=   (11.35) 

とする。連続して 2 回微分すると 
     2

0 0cos , sing gx b p pt x b p pt= = −  (11.36) 

となる。これらを式(11.34)に代入すると下式を得る。 
     * 2 2

02 sini i i i i iu h u u b p ptω ω β+ + =   (11.37) 

 i次モードの対する振動数比を i ir p ω= とおくと，この定常解 iu は，式(3.25)

の定常応答の項で 0a を 0ibβ に置き換えるたものであるから 
     ( )sini i iu A pt θ= +   (11.38) 

{ }

2
0

22 *2 21 4

i i
i

i i i

b rA
r h r

β
=

− +
 (11.39) 

     

{ } { }

* 2

2 22 *2 2 2 *2 2

2 1sin , cos
1 4 1 4

i i i
i i

i i i i i i

h r r

r h r r h r
θ θ− −
= =

− + − +
  (11.40) 

である。ここで 

{ }

2

22 *2 21 4

i
i

i i i

rB
r h r

=
− +

 (11.41) 

とおくと，式(11.38)は 
     ( )0 sini i i iu b B ptβ θ= +   (11.42) 

となる。この式を 2 回微分すると 

     
( )

( )

2
0

2
0

sin

cos sin sin cos
i i i i

i i i i

u b B p pt

b B p pt pt

β θ

β θ θ

= − +

= − +
  (11.43) 

となる。 

したがって，節点 kの絶対加速度は，式(11.43)・(11.36)より 

( ){ }
1

2 2
0 0

1
cos sin sin cos sin

n

k k g ki i g
i

n

i ki i i i
i

X x x u x

b p B pt pt b p pt

φ

β φ θ θ

=

=

= + = +

= − + −

∑

∑
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( )

2
0

1 1

2
0 1 2

2 2 2 1 2
0 1 2 2 2 2 2

1 2 1 2

cos 1 sin sin cos

sin cos

sin cos

n n

i ki i i i ki i i
i i

k k

k k
k k

k k k k

b p B pt B pt

b p D pt D pt

D Db p D D pt pt
D D D D

β φ θ β φ θ
= =

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

= − +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − + +
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∑ ∑
 

( )2 2 2
0 1 2 cos sin sin cosk kb p D D pt ptα α= − + +  

( )2 2 2
0 1 2 sink k kX b p D D pt α∴ = − + +  (11.44) 

である。ただし 

1 2
1 1

cos 1, sin
n n

k i ki i i k i ki i i
i i

D B D Bβ φ θ β φ θ
= =

= + =∑ ∑  (11.45) 

1 2
2 2 2 2
1 2 1 2

cos , sink k

k k k k

D D
D D D D

α α= =
+ +

 (11.46) 

である。したがって，加速度応答倍率は以下のとおりである。 

     2 2
1 2/a k g k kD X x D D= = +   (11.47) 

 

例題 11.d 加速度応答倍率 

 “図10.1の問題”について，1次モードの共振点 1 33.38rad/sp ω= = の加速度

応答倍率を求めよう。ただし，一般化減衰定数 * *
1 2 0.05h h= = とする 

 1 次モードに対する振動数比 1 1 1r p ω= = を式(11.40)・(11.41)に代入すると 

     { }2* 2 *2 2
1 1 1 1 1 1sin 2 1 4 1.0h r r h rθ = − − + = −  

     ( ) { }22 2 *2 2
1 1 1 1 1cos 1 1 4 0.0r r h rθ = − − + =  

{ }22 2 *2 2
1 1 1 1 1

11 4 10.0
2 0.05

B r r h r= − + = =
×

 

となる。2 次モードに対する振動数比 1 33.38 / 73.39 0.4548r = = を式 (11.40)・

(11.41)に代入すると 
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( )22 2 2
2sin 2 0.05 0.4548 1 0.4548 4 0.05 0.4548 0.05725θ = − × × − + × × = −

    ( ) ( )22 2 2
2cos 1 0.4548 1 0.4548 4 0.05 0.4548 0.9934θ = − − + × × =  

( )22 2 2 2
2 0.4548 1 0.4548 4 0.05 0.4548 0.2604B = − + × × =  

となる。 

 節点 1 では，式(11.45)より 

( )

2

11 1
1

cos 1 168.7 0.004698 10.0 0

39.26 0.005285 0.2604 0.9934 1 1.054

i i i i
i

D Bβ φ θ
=

= + = × × ×

− × − × × + =

∑  

( )

( ) ( )

2

12 1 2
1

sin 168.7 0.004698 10.0 1.0

39.26 0.005285 0.2604 0.05725 7.929

i i i
i

D Bβ φ θ
=

= = × × × −

− × − × × − = −

∑  

である。したがって，加速度応答倍率は，式(11.47)より 

     ( )22 2 2
1 11 12/ 1.054 7.929 8.070a gD X x D D= = + = + − =  

である。 

節点 2 では，同様に 
2

21 2
1

cos 1 168.7 0.007474 10.0 0

39.26 0.006644 0.2604 0.9934 1 0.9325

i i i i
i

D Bβ φ θ
=

= + = × × ×

− × × × + =

∑  

( )

( )

2

22 2 2
1

sin 168.7 0.007474 10.0 1.0

39.26 0.006644 0.2604 0.05725 12.605

i i i
i

D Bβ φ θ
=

= = × × × −

− × × × − = −

∑  

である。 

したがって，加速度応答倍率は 

     ( )22 2 2
2 21 22/ 0.9325 12.605 12.639a gD X x D D= = + = + − =  

である。このようにして，節点 1 における調和地盤動の円振動数 pに対する加
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速度応答倍率の関係を求めた結果を図 11.d に示す。図では，振動数 / 2f p π= に

対して示した。1 次と 2 次モードの固有振動数は， 1 1 2 5.313Hzf ω π= = と

1 1 2 11.68Hzf ω π= = である。固有振動数付近で，加速度応答倍率が大きいこと

がわかる。  

図11.d　加速度応答倍率
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振動数　f (Hz)
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答
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11.5 要約 

 多自由度系における減衰力の定め方には問題がある。それについてよく理解

していないと，複雑な系では，不適当な解析結果となる場合がある。 
 

第 3-3 部の参考文献 

[3-3.1] Mario Paz，(1997)，“Structural Dynamics”，Chapman & Hall。 

[3-3.2] 柴田明徳，(2000)，“最新耐震構造解析”，森北出版株式会社。 
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第 3-4 部 平面骨組系のモード解析 
 

 節点と要素で構成される系を骨組系とよぶ。これは，動的解析ではバネ･マ

スモデルと同じ意味を持つが，静的解析における質量を考慮する必要がない場

合にも用いられる。したがって，両者のニュアンスに違いがある。 

いままでは“モード解析の概念”を説明するために，１つの節点が 1 方向だ

けに変位する“せん断建物モデル”を用いてきた。しかし，最も一般性がある

バネ･マスモデルは，1 つの節点が 6 自由度の立体(3 次元)骨組系である。3 次

元骨組系は煩雑であるので，この部では，“平面(2 次元)骨組系”を用いて“骨

組系のモード解析の概念”を説明する。平面骨組系がせん断建物モデルと異な

る点は，① 1節点が 3自由度である，②要素軸が種々の方向に向いているので，

解析するためには，要素座標系で表わされた力あるいは変位を全体座標系に変

換する必要がある，ことである。 

 コンシステント・マスは，計算能力の低い時代に，計算精度を上げるために

開発された方法である。この意味を調べようとすると，解説した本がほとんど

ないために，大変に苦労する。そこで，ここでかなりの紙面を割いて解説した。

しかし，コンピュータの発達した現在では，要素分割を細かくすることができ

るので，土木･建築の実務では，通常，ランプト・マスが用いられ，コンシステ

ント･マスを用いることが少ない。したがって，多くの読者はその意味だけを知

れば十分である。その場合，12.1 節(2)項(b)の最初の 4 行だけを読めばよい。

ただし，コンピュータにたよるだけではなく，このような方法を理解すること

は，振動学に対する理解を深めることになる。 

  

第 12 章 要素の剛性および質量マトリックス 
  

 第 9 章で述べたように，運動方程式を構築するために最も重要な作業は，“要

素の剛性と質量マトリックスの作成”である。この章では，平面骨組系の構成

要素である棒要素およびビーム・カラム要素の剛性と質量マトリックスを作成

方法を説明する。構造解析プログラムでは，通常，ビーム･カラム要素は“はり

要素”とよばれているが，はり要素は軸方向の変形を考慮しない要素を意味す
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る場合があるので，この本では，ビーム･カラム要素とよぶ。なお，要素の長さ

を (m)l ，断面積を 2(m )A ，断面 2 次モーメントを 4(m )I ，慣性モーメントを

4(m )J ，ヤング率を 2(kN/m )E および単位体積質量を 3(kg/m )ρ とする。梁理論

の仮定は，①断面形は不変である，②断面は平面保持する(Bernouli-Euler の

仮定)，③変形は微小である(変形前の形状で力はつり合う)，とする。 

 

12.1 棒要素 

 棒要素(rod element)は，トラスの部材のように，両端に軸力だけが作用し，

軸方向にだけ変形する要素である。図 12.1(a)に示すように，要素座標系の x軸

は要素軸で， a端を原点とし，それから他の端( b端)の方向を正とする。なお，

a端として，どちらの端を選んでもよい。 

（１） 剛性マトリックス 

 図 12.1(a)は，要素の変形前の状態を示している。同(b)は，変形時の復元力

と変位の関係を示している。 ( , )xa xbu u および ( , )xa xbQ Q は，要素の a端と b端に

おける変位(ここでは，uは基準座標ではないことに注意)および復元力である。

図ではそれらの正方向を示している。これらの復元力は，反作用として節点に

作用する力である。また，添字の xは“要素座標系の x方向”を表す。 

①
x

u u

Q Q

ba

xb

xbxa

xa a b

xau
uxb

(c)変位の分布

a b

uxb
‥

uxa
‥

(d)加速度の分布

②

(b)変形後

① ②

①

②

δuxb

xauδ

x
a b

(a)変形前

a b

u =1xa u =1xb

   と0-1分布

0 0

図12.1　棒要素

(e)変位の1-0分布

uδ

u‥u

 

 “力のつり合い”と“フックの法則”から 

( )0, ,xa xa xb
xa xb xa xb xa xb

Q u u AEQ Q E Q Q u u
A l l

−
+ = = ∴ = − = −  (12.1) 

である。ベクトル・行列表示すると 
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1 1
1 1

xa xa

xb xb

Q uAE
Q ul

−⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥−⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 あるいは { } [ ]{ }x xQ K u=   (12.2) 

である。したがって，要素の剛性マトリックス [ ]K は 

     
[ ] 1 1

1 1

xa xb

xa

xb

u u
QAEK
Ql

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

  (12.3)  

である。なお，この章では，一つの要素の剛性あるいは質量マトリックスを論

じるので，煩雑にならないように，要素番号は割愛した。 

（２） 質量マトリックス 

(a) ランプト・マス 

 ランプト・マスは，要素の分布質量を a端と b端に等分に分配する仮定であ

るから，要素の質量マトリックスは 

     
[ ] / 2 0

,
0 / 2

xa xb

xa

xb

u u
Fm

M m Al
Fm

ρ
⎡ ⎤

= =⎢ ⎥
⎣ ⎦

  (12.4) 

である。( , )xa xbu u および ( , )xa xbF F は，a端と b端の加速度および慣性力である。 

(b) コンシステント・マス 

 コンシステント・マス(consistent mass)とは，要素の各部分が同じ振動数で

調和振動している状態で，変位の要素内分布をある形状に仮定して“その要素

の分布している質量”を“両端の節点の集中質量”に慣性力の仕事において等

価に置き換える方法で，ランプト・マスを用いる場合より計算精度が高い。 

 位置 xの時刻 tにおける変位 uと加速度 uを図 12.1(c)と(d)に， tから t t+ ∆ 間

の微小時間における微小変位 uδ を同図(c)に，それぞれ実線で示す。( , )xa xbu u お

よび ( , )xa xbu uδ δ は a端と b端の加速度および微小変位である。 

円振動数ωで調和振動している場合，変位 uと加速度 uは 

2
2

1u u u uω
ω

= − ∴ = −  (12.5) 

の関係がある。当然，両端においても同じ関係が成り立つ。 

2 2

1 1,xa xa xb xbu u u u
ω ω

= − = −  (12.6) 
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分布質量の慣性力を求めよう。要素の中間における変位を，“要素の中間に

力が作用しない条件で近似する”と，図 12.(c)の破線で示すように， uと uδ の

近似曲線は 

1 , 1xa xb xa xb
x x x xu u u u u u
l l l l

δ δ δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (12.7) 

となる(この場合は直線である)。式(12.7)の第 1 式に式(12.5)・(12.6)を代入し，

両辺に 2ω− を乗じると 

1xa xb
x xu u u
l l

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (12.8)  

となる(図 12.1(d)の破線)。ここで 

10 011 ,x xx x
l l

= − =  (12.9) 

と置くと，式(12.7)・(12.8)は 

10 01 10 01 10 01, ,xa xb xa xb xa xbu u x u x u u x u x u u x u xδ δ δ= + = + = +  (12.10) 

と表わすことができる。式(12.10)の各式の第 1 項と第 2 項は，図 12.1(c)と(d)

の破線を点線で分割した，それぞれ①と②の部分である。 10x と 01x の物理的な

意味は，図 12.1(e)に示すように，それぞれ a端と b端の変位が ( 1, 0)xa xbu u= = と

( 0, 1)xa xbu u= = で要素の中間に力が作用しない場合の変位曲線である。それぞ

れを x方向の 1-0 変位曲線と 0-1 変位曲線とよぶことにする。したがって，変

位 u，微小変位 uδ および加速度 uの近似曲線は，ともに“ a端の大きさに 1-0

変位曲線を乗じたもの”と“ b端の大きさに 0-1 変位曲線を乗じたもの”の重

ね合わせである。 

さて，位置 xにおける単位長さの慣性力 ( )Auρ− は，式(12.10)より 

10 01xa xbAu Au x Au xρ ρ ρ− = − −  (12.11) 

である。したがって，微小変位に対する分布慣性力の仕事は 

( ) ( )( )10 01 10 010 0

l l

xa xb xa xbW u Au dx u x u x Au x Au x dxδ δ ρ δ δ ρ ρ= − = − + +∫ ∫  

( ) ( )
( ) ( )

2
10 10 010 0

2
01 10 010 0

l l

xa xa xa xb

l l

xb xa xb xb

W A x dx u u A x x dx u u

A x x dx u u A x dx u u

δ ρ δ ρ δ

ρ δ ρ δ

∴ = − −

− −

∫ ∫

∫ ∫
 (12.12) 
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である。 

 次に，等価集中質量の慣性力の仕事を求めよう。節点 aと節点 bの等価慣性

力 xaF と xbF と質量マトリックス [ ]M の関係は 

{ } [ ]{ }x xF M u= −  あるいは 
11 12

21 22

xa xa

xb xb

F um m
F um m

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤
= −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 (12.13) 

あるいは 

11 12

21 22

xa xa xb

xb xa xb

F m u m u
F m u m u

= − −⎧
⎨ = − −⎩

 (12.14) 

である。 

微小変位に対する等価慣性力の仕事 Wδ ′は 

xa xa xb xbW u F u Fδ δ δ′ = +  (12.15) 

である。この式に(12.14)を代入すると以下のとおりとなる。 

11 12 21 22xa xa xa xb xb xa xb xbW m u u m u u m u u m u uδ δ δ δ δ′ = − − − −  (12.16) 

W Wδ δ ′= であるから，式(12.12)から(12.16)を引くと 

( ) ( )
( ) ( )

2
11 10 12 10 010 0

2
21 01 10 22 010 0

0

l l

xa xa xa xb

l l

xb xa xb xb

m A x dx u u m A x x dx u u

m A x x dx u u m A x dx u u

ρ δ ρ δ

ρ δ ρ δ

− + −

+ − + − =

∫ ∫

∫ ∫
 (12.17) 

となる。任意の , , ,a b a bu u u uδ δ すなわち任意の ( ), ( ), ( ), ( )a a a b b a b bu u u u u u u uδ δ δ δ に

対して，式(12.17)が常に成り立つためには 

2
11 10 12 10 010 0

2
21 01 10 22 010 0

0, 0

0, 0

l l

l l

m A x dx m A x x dx

m A x x dx m A x dx

ρ ρ

ρ ρ

⎧ − = − =⎪
⎨
⎪ − = − =⎩

∫ ∫
∫ ∫

 

2
11 10 12 10 010 0

2
21 01 10 22 010 0

,

,

l l

l l

m A x dx m A x x dx

m A x x dx m A x dx

ρ ρ

ρ ρ

⎧ = =⎪∴ ⎨
⎪ = =⎩

∫ ∫
∫ ∫

 (12.18) 

でなければならない。この式に(12.9)を代入すると 
2

11 0

2

12 21 220 0

1
3 3

1 ,
6 3

l

l l

x Al mm A dx
l

x x m x mm m A dx m A dx
l l l

ρρ

ρ ρ

⎧ ⎛ ⎞= − = =⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ = = − = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

∫

∫ ∫
 (12.19) 
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となる。したがって，要素の質量マトリックスは 

     
[ ] / 3 / 6

/ 6 / 3

xa xb

xa

xb

u u
Fm m

M
Fm m

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

  (12.20) 

である。 

質量マトリックスの成分の意味を考察してみよう。式(12.17)の左辺の第 1

式は，(12.18)より 0 であるから，移項すると 

( )11 10 100

l

xa xa xa xam u u u x A u x dxδ δ ρ= ⋅∫
微小変位 振動学の慣性力

 (12.21) 

である。この式の右辺は，“ a端の微小変位 xaδ に 1-0 変位曲線 10x を乗じた変

位”に対する“ a端の加速度 xau に 1-0 変位曲線 10x を乗じた加速度の振動学の

慣性力(符号のマイナスを無視，9.5（１）を参照)”の仕事である。a端の微小

変位と加速度がともに単位長さ，すなわち 1, 1xa xauδ = = の場合，式(12.21)は 

( )11 10 100

l
m x A x dxρ= ⋅∫

微小変位 振動学の慣性力

 (12.22) 

となる。すなわち， 11m は，図 12.2(a)に示すように，1-0 変位曲線 10x の(微小)

変位に対する“加速度が 1-0 変位曲線 10x の振動学の慣性力”の仕事である。

同様に， 12m および 21m は，それぞれ 1-0 変位曲線 10x の変位に対する“加速度

が 0-1 変位曲線 10x の振動学の慣性力”の仕事および 0-1 変位曲線 10x の変位に

対する“加速度が 1-0 変位曲線 10x の振動学の慣性力”の仕事である(それぞれ

図 12.2(b)と(c))。式(12.18)より 12m と 21m は等しいから，質量マトリックスは

対称行列である。また， 22m は，0-1 変位曲線 10x の変位に対する“加速度が

0-1 変位曲線 10x の振動学の慣性力の仕事”である(図 12.2 (d))。 

 

12.2 はり要素 

 はり要素(beam element)は，図 12.2 に示すように，両端に“曲げモーメン

ト”と“軸方向に直角な荷重”が作用し，曲げ変形する要素である。これは，

ビーム･カラム要素を説明するために，仮に設けた要素である。要素座標系の x

軸および y軸は，それぞれ要素の軸方向および軸直角方向である。 
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x

y

u  ,Q yaya u  ,Qyb yb

M(x)

M b

bθ

M

θa

a

図12.2　はり要素
 

（１） 剛性マトリックス 

図 12.2 の yQ とM はそれぞれ“ y方向の力”と“曲げモーメント”， yu とθ は

それぞれ“ y方向の変位”と“角変位(回転)”を表している。図にそれらの正

方向を示した。 

復元力と変位の関係を求めよう。力のつり合いから 
     0ya ybQ Q+ =   (12.23) 

     0a b yaM M Q l+ − =   (12.24) 

である。たわみ yu に関する微分方程式は，位置 xの曲げモーメントを ( )M x と

すると 

     ( )
2

2
yd u

EI M x
dx

= −   (12.25) 

である。 ( )M x は 

     ( ) ya aM x Q x M= − +   (12.26) 

であるから，これを式(12.25)に代入すると 

     

2

2
y

ya a

d u
EI Q x M
dx

= −   (12.27) 

となる。2 回連続して積分すると 

     2
1

1
2

y
ya a

du
EI Q x M x C
dx

= − +   (12.28) 

     3 2
1 2

1 1
6 2y ya aEIu Q x M x C x C= − + +   (12.29) 

となる。式(12.28)・(12.29)に， 0x = の境界条件( / ,y a y yadu dx u uθ= = )を代入

すると 
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     1 2,a yaEI C EIy Cθ = =  

である。これらを式(12.28)・(12.29)に代入すると 

     21
2

y
ya a a

du
EI Q x M x EI
dx

θ= − +   (12.30) 

     3 21 1
6 2y ya a a yaEIu Q x M x EI x EIuθ= − + +   (12.31) 

となる。 

 式(12.30)・(12.31)に x l= の境界条件( / ,y b y ybdu dx u uθ= = )を代入すると 

     21
2b ya a aEI Q l M l EIθ θ= − +   (12.32) 

     3 21 1
6 2yb ya a a yaEIu Q l M l EI l EIuθ= − + +   (12.33) 

となる。 

 復元力 ( , , , )ya yb a bQ Q M M に関する連立 1 次方程式(12.23)・(12.24)・(12.32)・

(12.33)を復元力について解けば，復元力を変位 ( , , , )a b a by y θ θ で記述すること

ができる。式(12.32)から(12.33)を 2 倍したもの引くと， aM が消去され 

     3 2 3 2

12 6 12 6
ya ya a yb bQ EI u u

l l l l
θ θ⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (12.34) 

となる。式(12.32)から(12.33)を 3 倍したもの引くと， yaQ が消去され 

     2 2

6 4 6 2
a ya a yb bM EI u u

l l l l
θ θ⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (12.35) 

となる。式(12.34)を(12.23)に代入すると 

     3 2 3 2

12 6 12 6
yb ya a yb bQ EI u u

l l l l
θ θ⎛ ⎞= − − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (12.36) 

となる。式(12.34)・(12.35)を(12.24)に代入すると bM が求まる。 

     2 2

6 2 6 4
b ya a yb bM EI u u

l l l l
θ θ⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (12.37) 

 式(12.34)・(12.35)・(12.36)・(12.37)をベクトル行列表示すると 
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2 2

3

2 2

12 6 12 6
6 4 6 2
12 6 12 6
6 2 6 4

ya ya

a a

yb yb

b b

Q ul l
M l l l lEI
Q ul ll
M l l l l

θ

θ

−⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥−⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥− − −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

  (12.38) 

となる。ゆえに，要素の剛性マトリックスは，以下のとおりである。 

     
[ ]

2 2

3

2 2

12 6 12 6
6 4 6 2
12 6 12 6
6 2 6 4

ya a yb b

ya

a

yb

b

u u

Ql l
Ml l l lEIK
Ql ll
Ml l l l

θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥−⎣ ⎦

  (12.39)                

（２） 質量マトリックス 

(a) ランプト・マス 

 ランプト・マスの場合は，慣性モーメントが無視し，質量を等分に節点に分

配するから，要素の質量マトリックスは 

     
[ ]

/ 2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 / 2 0
0 0 0 0

ya a yb b

ya

a

yb

b

u u

Fm
M

M
Fm
M

θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  (12.40) 

である。ここで ( , )a bθ θ と ( ( ), ( ))a a b bM J M Jθ θ= − = − は，“角加速度”と“広義の

慣性力”である。 

(b) コンシステント・マス 

 質量マトリックスは，一般に以下のように表現できる。 

     
[ ]

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

ya a yb b

ya

a

yb

yb

u u

Fm m m m
Mm m m m

M
Fm m m m
Mm m m m

θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (12.41) 

図 12.3(a)に示す，“要素端の変位の内， a端の y方向が単位長さ 1 で他が 0”

すなわち“境界条件 1, 0ya a yb bu uθ θ= = = = ”で要素の中間に力が作用しない場
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合の変位曲線( y方向 1-0 変位曲線 10y )を求めよう。式(12.35)で 10yu y= とおき，

式(12.31)・(12.32)・(12.33)に境界条件を代入すると 

     3 2
10

1 1
6 2ya aEIy Q x M x EI= − +   (12.42) 

     210
2 ya aQ l M l= −   (12.43) 

     3 21 10
6 2ya aQ l M l EI= − +   (12.44) 

となる。これらの式から yaQ と bM を消去すると，以下のように 10y が求まる。 

     
3 2

10 3 2

2 3 1x xy
l l

= − +   (12.45) 

xa b
u  =0

u  =1ya
xa b

yb

yau  =0

xa b

u  =1yb

yau  =0

u  =0
θ =0bθ =1a

θ =0b

aθ =0

yb

xa b
yau  =0

aθ =0 u  =0yb

bθ =1

θ =0b

aθ =0

図12.3　はり要素の変位曲線

(a)y1-0 0-1(c)y(b)θ1-0 (b)θ0-1

 

図 12.3(b)に示す，“境界条件 0, 1, 0ya a yb bu uθ θ= = = = ”で要素の中間に力が

作用しない場合の変位曲線(θ 方向 1-0 変位曲線 10θ )を求めよう。式(12.31)で

10yu θ= とおき，式(12.31)・(12.32)・(12.33)に境界条件を代入すると 

     3 2
10

1 1
6 2ya aEI Q x M x EIxθ = − +   (12.46) 

     210
2 ya aQ l M l EI= − +   (12.47) 

     3 21 10
6 2ya aQ l M l EIl= − +   (12.48) 

となる。これらの式から yaQ と bM を消去すると，以下のように 10θ が求まる。  

     

2

10 1xx
l

θ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (12.49) 
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図 12.3(c)に示す，“境界条件 0, 1, 0ya a yb bu uθ θ= = = = ”で要素の中間に力が

作用しない場合の変位曲線( y方向 0-1 変位曲線 01y )を求めよう。 01y は / 2x l=

に対して 10y と線対称である。 10( , )x y と線対称の点を 01( , )X y とすると 

     ,
2 2

x X l x l X+
= ∴ = − ，また 01 10ψ ψ=  

である。これらを式(12.45)に代入し， X を xに変更すると， 01y が求まる。  

     
3 2

01 3 2

2 3x xy
l l

= − +   (12.50)  

図 12.3(d)に示す，“境界条件 0, 1ya a yb bu uθ θ= = = = ”で要素の中間に力が作

用しない場合の変位曲線 ( θ 方向 01 変位曲線 01θ )を求めよう。 01θ は，点

( / 2, 0)x l ψ= = に対して 10θ と点対称である。 10( , )x θ と点対称の点を 01( , )X θ と

すると 

     10 01, ,
2 2

x X l x l X θ θ+
= ∴ = − = −  

である。これらを式(12.49)に代入し， X を xに変更すると， 01θ が求まる。 

     
2

01 1x x
l l

θ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (12.51) 

 12.1 節からわかるように， 11m は“微小変位が y方向 1-0 変位曲線 10y ”で“加

速度が y方向 1-0 変位曲線 10y の振動学の慣性力”の仕事である。その場合，微

小変位 uδ と xの位置の単位長さ当たりの振動学の慣性力 f は 
     1 1,u f Aδ ψ ρ ψ= =   (12.52) 

である。したがって， 11m は以下のとおりである。 

     ( ) 2 2
11 10 100 0 0

l l lmm u fdx A y dx y dx
l

δ ρ= = =∫ ∫ ∫  (12.53) 

   

23 2

11 3 20

2 3 131
35

lm x xm dx m
l l l

⎛ ⎞
∴ = − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  (12.54) 

 12m は“微小変位が y方向 1-0 変位曲線 10y ”で“加速度がθ 方向 1-0 変位曲

線 10θ の振動学の慣性力”の仕事である。その場合，微小変位 uδ と xの位置の

単位長さ当たりの振動学の慣性力 f は 
     1 2,u f Aδ ψ ρ ψ= =   (12.55) 
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である。したがって， 12m は以下のとおりである。 

     ( )12 10 10 10 100 0 0

l l lmm u fdx A y dx y dx
l

δ ρ θ θ= = =∫ ∫ ∫  (12.56) 

   

23 2

12 3 20

2 3 111 1
210

lm x x xm x dx ml
l l l l

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞∴ = − + − =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎩ ⎭

∫  (12.57) 

 同様に，残りの成分は 

   
3 2 3 2

13 10 01 3 2 3 20 0

2 3 2 3 91
70

l lm m x x x xm y y dx dx ml
l l l l l l

⎛ ⎞⎛ ⎞
= = − + − + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫  (12.58) 

   
3 2 2

14 10 01 3 20 0

2 3 131 1
420

l lm m x x x xm y dx dx ml
l l l l l l

θ
⎛ ⎞⎧ ⎫⎛ ⎞= = − + − = −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎩ ⎭
∫ ∫ (12.59) 

   

2
2 2

22 100 0

11
105

l lm m xm dx x dx ml
l l l

θ ⎧ ⎫⎛ ⎞= = − =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

∫ ∫  (12.60) 

   

2 3 2

23 10 01 3 20 0

2 3 131
420

l lm m x x xm y dx x dx ml
l l l l l

θ
⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞= = − − + =⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫  (12.61) 

   

2 2
2

24 10 010 0

11 1
140

l lm m x x xm dx x dx ml
l l l l l

θ θ
⎧ ⎫⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − − = −⎨ ⎬⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫  (12.62) 

   

23 2
2

33 01 3 20 0

2 3 13
35

l lm m x xm y dx dx m
l l l l

⎛ ⎞
= = − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  (12.63) 

   
3 2 2

34 01 01 3 20 0

2 3 111
210

l lm m x x x xm y dx dx ml
l l l l l l

θ
⎛ ⎞⎧ ⎫⎛ ⎞= = − + − =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎩ ⎭
∫ ∫  (12.64) 

   

22
2 2

44 010 0

11
105

l lm m x xm dx dx ml
l l l l

θ
⎧ ⎫⎛ ⎞= = − =⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭
∫ ∫  (12.65) 

である。ゆえに，要素の質量マトリックスは，対称行列であることを考慮する

と，以下のとおりとなる。 

     
[ ]

2 2

2 2

156 22 54 13
22 4 13 3
54 13 156 22420
13 3 22 4

ya a yb b

ya

a

yb

b

u u

Fl l
Ml l l lmM
Fl l
Ml l l l

θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

 (12.66) 
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12.3 ビーム・カラム要素 

 ビーム・カラム要素(beam-column element)は，両端に“曲げモーメント”，

“軸力”および“軸方向に直角な荷重”が作用し，曲げ変形とともに軸方向に

変形する要素である。微小変形仮定であるので，曲げ変形と軸変形は連成しな

い。したがって，この剛性と質量マトリックスを作成するには，棒要素と梁要

素のそれらのマトリックスをそのまま，所定の番地に重ね合わせればよい。  

（１） 剛性マトリックス 

 要素の剛性マトリックスは，式(12.3)・ (12.39)から次式のように求まる。 

     
[ ]

2 2

2 2

3 2 2

2 2

/ 0 0 / 0 0
0 12 6 0 12 6
0 6 4 0 6 2

/ 0 0 / 0 0
0 12 6 0 12 6
0 6 2 0 6 4

xa ya a xb yb b

xa

ya

a

xb

yb

b

u u u u

QAl I Al I
Ql l
Ml l l lEIK
Ql Al I Al I
Ql l
Ml l l l

θ θ

⎡ ⎤−
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−

= ⎢ ⎥
−⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

  (12.67)                

（２） 質量マトリックス 

(a) ランプト・マス 

 要素の質量マトリックスは，式(12.4)・ (12.40)から次式のように求まる。 

     
[ ]

/ 2 0 0 0 0 0
0 / 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 / 2 0 0
0 0 0 0 / 2 0
0 0 0 0 0 0

xa ya a xb yb b

xa

ya

a

xb

yb

b

u u u u

Fm
Fm
M

M
Fm
Fm
M

θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  (12.68) 

(b) コンシステント・マス 

 要素の質量マトリックスは，式(12.26)・ (12.66)から次式のように求まる。 
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[ ]

2 2

2 2

140 0 0 70 0 0
0 156 22 0 54 13
0 22 4 0 13 3
70 0 0 140 0 0420
0 54 13 0 156 22
0 13 3 0 22 4

xa ya a xb yb b

xa

ya

a

xb

yb

b

u u u u

F
Fl l
Ml l l lmM
F
Fl l
Ml l l l

θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 (12.69) 
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第 13 章 座標変換 
 

 この章では，要素座標系で記述された要素の復元力と変位の関係および慣性

力と加速度の関係を全体座標系に変換することを学ぶ。 

 

13.1 座標系のルール 

Z

(a)要素座標系と全体

座標系の関係

x

x
x

y

y

z

M ,θ

yM ,θy

z

z

z

x

xM ,θz

y

Y

X

Z

y
x

za端

b端

要
素

Q ,u

Q ,u

Q 
,u

(b)復元力と変位の正方向

図13.1　要素座標系と全体座標系および復元力と変位の正方向

 

 第 12 章で述べたように，ある要素の要素座標系 ( , , )x y z (local coordinate)

とは，その要素の a端を原点として， b端方向を x軸の正方向とした，その要

素だけの座標系であり，要素ごとに座標軸がいろいろの方向を向いている。し

たがって，系の運動方程式を構築するためには，復元力や変位を共通の全体座

標系 ( , , )X Y Z (global coordinate)に変換しなければならない。全体座標系では，

一般に，“地盤に対して相対的に固定された点”を原点とする。  

 要素座標系と全体座標系の座標軸の正方向は，右手系に設定されるのが常識

である。一般に提供されている構造解析プログラムを用いて 3 次元(立体)解析

するとき，この常識と異なる座標系を設定すると，座標変換が正しく行われな

い場合があるので注意する必要がある。 

 この右手系は，別名右ねじ系ともよばれる。まず，座標軸の順番を

, , , , ,X Y Z X Y Z とする。図 13.1(a)に示すように，最初の 2 つの X 軸とY軸の

方向を適当に決める。順番が“前の X 軸”を“後のY軸”へ右ねじの回転方向

に重ねたとき，右ねじが進む方向が“次の Z 軸”の正方向である。 X 軸とY軸
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の正方向は，それぞれY軸を Z 軸および Z 軸を X 軸に重ねた右ねじの進む方向

で，最初に適当にきめた方向と一致する。要素座標系も同様である。復元力と

変位は，図 13.1(b)に示すように，添字の座標の正方向と同じである。モーメン

トや角変位の正方向は，添字の座標の正方向に右ねじを進めたときの回転方向

である。図は，要素座標系について示しているが，全体座標系も同様である。 

 この部で扱う 2 次元座標系でも，モーメントや回転変位の正方向を定める必

要がある。その場合，“2 次元座標系は 3 次元座標系の X Y− 平面である”と考

えればよい。 

 以上は，復元力と変位について述べたが，慣性力と加速度あるいは減衰力と

速度についても同様である。 

 

13.2 要素座標系から全体座標系への座標変換 

 前に述べたように，系の運動方程式の構築とは，各節点における力のつり合

い式に，復元力と変位の関係式・慣性力と加速度の関係式･減衰力と速度の関係

式を代入して節点変位を変数とする連立微分方程式を作成することである。こ

れらの力や変位などは元々要素座標系で書かれているので，共通の全体座標系

に書き直さなければならない。このことを具体的に説明する。 

図 13.2(a)は，節点の手前で切り出した，ある要素の変形前・変形後の状態と

要素座標系･全体座標系の関係を示している。 a端と b端は，それぞれ節点 iと

節点 jに接続する。全体座標系の X 軸と要素座標系の x軸のなす角度θ は，X 軸

から x軸へ右ねじを回転させた角度を正とする(これは習慣的なもので，“ x軸

から X 軸へ”ではないことに注意)。 

a端に着目する。復元力である aQ と aM は，それぞれ a端に作用する力とモ

ーメント， au と aθ は，それぞれ a端すなわち節点 iの変位と角変位である。図

13.2(b)および(c)は，それぞれ aQ および au と要素座標系・全体座標系の関係を

示している。要素座標系の原点と全体座標系の原点が一致しているのは，ベク

トルは，平行移動させてもかまわないからである。 
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x

θ

0 X

Y
θy

x
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θQ xa
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Y
θy

θ

θ

Q

Q Ya

Xa

Q
a→

y

x
θau

Q
a

a
θ→

→

Y

X

au→
xau

uXa

θyau

Yau

θ

(b)復元力 (c)変位

(a)復元力と変位

a

b

節点i

節点jMa

図13.2　a端の復元力・変位と要素座標系･全体座標系の関係

 

ベクトル aQ と au は，要素座標系および全体座標に対して，それぞれ数ベク

トル 

{ } { },
xa xa

a ya a yaxy xy

a a

x

y

Q u
Q Q u u

M θ

←⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = ←⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪←⎩ ⎭ ⎩ ⎭

方向の成分

方向の成分

モーメントあるいは角変位

 (13.1) 

{ } { },
Xa Xa

a Ya a YaXY XY

a a

Q u
Q Q u u

M θ

←

←

←

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

X方向の成分

Y方向の成分

モーメントあるいは角変位

 (13.2) 

で表すことができる。{ }a xy
Q と{ }a XY

Q の関係および{ }a xy
u と{ }a XY

u の関係は，8.5

節で述べたように変換行列を用いて表わすことができる。すなわち 
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     { } [ ]{ }a a axy XY
Q T Q=  (13.3) 

     { } [ ]{ }a a axy XY
u T u=  (13.4) 

ここで，[ ]aT は，XY座標系から xy座標系への変換行列で，式(8.51)および“モ

ーメントと角変位は座標変換しても変わらないこと”から 

[ ]

, , ,
,cos sin 0

sin cos 0 ,
0 0 1 ,

Xa Xa Ya Ya a a

xa xa

a ya ya

a a

Q u Q u M
Q u

T Q u

M

θ
θ θ
θ θ

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (13.5) 

である。 [ ]aT が XY座標系から xy座標系への変換行列であるのは，習慣的なも

のである。 

 要素座標系で記述された復元力{ }a xy
Q を各節点における力のつり合い式に代

入するために，全体座標系に書き直さなければならない。式(13.3)の両辺に左

から [ ]aT の逆行列を乗じると 

     [ ] { } [ ] [ ]{ } [ ] { } { }1 1 1,a a a a a a a axy XY xy XY
T Q T T Q T Q Q− − −= ∴ =  (13.6) 

となる。 [ ]aT は直交行列であるから， [ ] [ ]1 T
a aT T− = である。ゆえに，式(13.6)は 

     { } [ ] { }T
a a aXY xy
Q T Q=  (13.7) 

となる。 1[ ]aT
− を [ ]TaT に交換した意義は，前者を求めることが大変なのに比べ

て，後者は簡単に求まることにある。 

要素座標系で記述された復元力と変位の関係すなわち剛性方程式は 

{ } [ ] { }a a axy xyxy
Q K u=  (13.8) 

     
[ ]

2

3
2

/ 0 0
0 12 6
0 6 4

xa ya a

xa

a yaxy

a

u u

Al I Q
EIK l Q
l

l l M

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  (式(12.67)より)  (13.9)                

である。この式の変位{ }a xy
u は節点 iの変位であるとともに，その節点に接続す
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るすべての要素の変位でもある。これも共通の座標系である全体座標系に書き

直す必要がある。式(13.4)を(13.8)に代入すると 

{ } [ ] [ ]{ }a a a axy XYxy
Q K T u=  (13.10) 

となる。この式を(13.7)に代入すると，全体座標系で記述された復元力と節点

変位の関係を得る。すなわち 

{ } [ ] [ ] [ ]{ }T
a a a a aXY XYxy
Q T K T u=  (13.11) 

b端は上記の式で添字を aから bに変えただけである。a端と b端を含んだ要

素全体についてまとめよう。復元力と変位を，それぞれ，要素座標系に対して 

{ } { },

xa xa

ya ya

a a
xy xy

xb xb

yb yb

b b

x

y

x

y

Q u a
Q u a
M a

Q u
Q u b
Q u b
M b

θ

θ

←⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪←⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪←⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬←⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪←
⎪ ⎪ ⎪ ⎪

←⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

端の 方向の成分

端の 方向の成分

端のモーメントあるいは角変位

端の 方向の成分

端の 方向の成分

端のモーメントあるいは角変位

 (13.12) 

全体座標系に対して 

{ } { },

Xa Xa

Ya Ya

a a
XY XY

Xb Xb

Yb Yb

b b

Q u a
Q u a
M a

Q u
Q u b
Q u b
M b

θ

θ

←⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪←⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪←⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬←⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪←
⎪ ⎪ ⎪ ⎪

←⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

端のX方向の成分

端のY方向の成分

端のモーメントあるいは角変位

端のX方向の成分

端のY方向の成分

端のモーメントあるいは角変位

 (13.13) 

のように数ベクトルで表わすことができる。なお，{ }XYu の a端と b端の変位は，

それぞれ節点 iと節点 jの変位に等しい。 

 要素座標系で記述された要素の復元力と変位の関係は， 

{ } [ ] { }xy xyxy
Q K u=  (13.14) 

である。ここで [ ]xyK は，要素座標系の要素の剛性マトリックスで式(12.67)で

ある。 
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復元力と変位の全体座標系から要素座標系への変換は 

     { } [ ]{ }xy XY
Q T Q=  (13.15) 

     { } [ ]{ }xy XY
u T u=  (13.16) 

     
[ ]

, , , , , , ,
,cos sin 0 0 0 0
,sin cos 0 0 0 0
,0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos sin 0 ,
0 0 0 sin cos 0 ,
0 0 0 0 0 1 ,

Xa Xa Ya Ya a a Xb Xb Yb Yb b b

xa xa

ya ya

a a

xb xb

yb yb

b b

Q u Q u M Q u Q u M
Q u
Q u

M
T

Q u
Q u

M

θ θ

θ θ
θ θ

θ
θ θ
θ θ

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (13.17) 

である。 

全体座標系で記述された要素の復元力と節点変位の関係は 
{ } [ ] { }XY XYXY
Q K u=  (13.18) 

[ ] [ ] [ ] [ ]T

XY xy
K T K T=  (13.19) 

である。したがって， [ ]XYK が全体座標系の要素の剛性マトリックスである。 

動的解析の手順は，①式(13.18)を各節点の力のつり合い式に代入することに

よって，節点変位を変数とした連立微分方程式を得る，②その方程式を解くこ

とによって節点の変位{ }XYu を求める，③{ }XYu を式(13.16)に代入することによ

って{ }xyu を求める，③{ }xyu を式(13.14)に代入することによって復元力{ }xyQ を

求める，である。 

慣性力と加速度の関係は，上記の復元力と変位の関係と同じであるから，全

体座標系の要素の質量マトリックス [ ]XYM は 

     [ ] [ ] [ ] [ ]T

XY xy
M T M T=  (13.20) 

である。ここで， [ ]xyM は要素座標系の要素の質量マトリックスである。 

 

13.3 要約 

 全体座標系で記述された要素の復元力と節点変位および慣性力と節点加速度
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を関係付ける剛性マトリックス [ ]XYK および質量マトリックス [ ]XYM は，それぞ

れ 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ],T T

XY xy XY xy
K T K T M T M T= =  

である。ここで， [ ]xyK および [ ]xyM は，それぞれ要素座標系で表わした要素の

剛性マトリックスおよび質量マトリックスである。 [ ]T は，全体座標系から要

素座標系への変換マトリックスである。 
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第 14 章 モード解析例 
 

 第 11 章・第 12 章・第 13 章で“平面骨組系のモード解析”を学んできた。

この章では，平面骨組系を地震応答解析することによって，せん断建物モデル

との違いを実感しよう。解析条件は，地震の地盤加速度が，水平方向( X 方向)

および鉛直方向(Y 方向)に加わるとする。それぞれの地盤加速度を gx&& および gy&&

とする。その場合の運動方程式は，式(9.25)より 

11 12 13 14 15 16 1
21 22 23 24 25 26 1
31 32 33 34 35 36 1
41 42 43 44 45 46 2
51 52 53 54 55 56 2
61 62 63 64 65 66 2

m m m m m m uX
m m m m m m uY
m m m m m m
m m m m m m uX
m m m m m m uY
m m m m m m

θ

θ

⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪

⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭

&&L

&&L
&&L

&&L

&&L
&&L

M M M M M M O M

11 12 13 14 15 16 1
21 22 23 24 25 26 1
31 32 33 34 35 36 1
41 42 43 44 45 46 2
51 52 53 54 55 56 2
61 62 63 64 65 66 2

c c c c c c uX
c c c c c c uY
c c c c c c
c c c c c c uX
c c c c c c uY
c c c c c c

θ

θ

⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪

+ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭

&L

&L
&L

&L

&L
&L

M M M M M M O M

 

11 12 13 14 15 16 1
21 22 23 24 25 26 1
31 32 33 34 35 36 1
41 42 43 44 45 46 2
51 52 53 54 55 56 2
61 62 63 64 65 66 2

k k k k k k uX
k k k k k k uY
k k k k k k
k k k k k k uX
k k k k k k uY
k k k k k k

θ

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪

+ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎣ ⎦

L

L

L

L

L

L

M M M M M M O M⎩ ⎭

 

1 011 12 13 14 15 16
0 121 22 23 24 25 26
0 031 32 33 34 35 36
1 041 42 43 44 45 46
0 151 52 53 54 55 56
0 061 62 63 64 65 66

m m m m m m
m m m m m m
m m m m m m

xm m m m m m g
m m m m m m
m m m m m m

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪

= − ⎨ ⎬ ⎨⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭

L

L

L

&&L

L

L

M M M M M M O M M

および

1
1
1

X
Y

y Xg
Y

⎫ ←
⎪

←⎪
⎪ ←
⎪⎪ ⎪

←⎬
⎪ ⎪ ←⎪ ⎪
⎪ ⎪ ←
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

&&

M

節点 の 方向

節点 の 方向

節点 の回転方向

節点2の 方向

節点2の 方向

節点2の回転方向

  (14.1) 

である。ここで， ， とXsu Ysu sθ は，全体座標系における節点 のs X 方向変位，Y

方向変位と角(回転)変位である。 

 

14.1 下端固定の 1 本のビーム・カラムのモード解析 

図 14.1 に示すように，橋梁の単柱式橋脚をモデル化した下端固定の 1 本の

ビーム・カラムを考える。座標系，要素の断面諸元，質量と材料定数は，図に

示す。節点 1 には上部構造を想定した集中質量 M があり，柱には分布した質量

が存在する。節点 0 は，全自由度が拘束されているので，運動は節点 1 だけに
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着目すればよい。したがって，解析モデルは，“拘束された節点 0”と“3 自由

度の節点 1”と“要素 1”で構成される 3 自由度系である。 

0

A=10.0m2

M=8.0×10 kg
5

I=4.0m4

ρ =2.5×10 kg/m
3 3

E =2.5×10 kN/m 
8 2

10 2
=2.5×10 kg/s m 

M1

①

Y

X

x

y

図14.1　解析モデル1

h
=
3
0
m

 

（１） (要素座標系における)要素の剛性と質量マトリックス 

 要素 1 の 端を節点 0 にとると，その節点の地盤に対する相対変位と相対加

速度はすべて 0 であるので，要素 1 の剛性と質量マトリックスは， b 端に関す

る成分だけでマトリックスを作成すればよい。したがって，要素座標系におけ

る要素 1 の剛性マトリックス 1

a

[ ]xyK は，式(12.67)から 

     [ ]
2

31
2

/ 0 0
0 12 6
0 6 4

xy

Al I
EIK l
l

l l

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

     

1 1 1

1
7 2

1
2

1

833.3 0 0
10 kg/s 0 4.444 66.67m

0 66.67m 1333m

x y

x

y

u u

Q
Q
M

θ

⎡
⎢= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

⎤
⎥  (14.2) 

となる。質量マトリックスとしてコンシステント・マスを用いると，要素座標

系における要素 1 の [ ]xyM は，式(12.69)で m Ahρ= を代入した下式である。 

      [ ] 2
1

2 3

/ 3 0 0
0 13 / 35 11 / 210
0 11 / 210 /105

xy

Ah
M Ah

Ah Ah

ρ
ρ ρ
ρ ρ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

Ah

     

1 1 1

1
7

1
2

1

0.0250 0 0
10 kg 0 0.0279 0.1179m

0 0.1179m 0.6429m

x y

x

y

u u

F
F
M

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= × −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

&&&& &&

 (14.3) 
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（２） (全体座標系における)系の剛性と質量マトリックス  

変換行列は，式(13.17)に / 2θ π= を代入することによって求まる。 

     [ ]
( ) ( )
( ) ( )

cos 2 sin 2 0 0 1 0
sin 2 cos 2 0 1 0 0

0 0 1 0 0
T

π π
π π

⎡ ⎤

1

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 (14.4) 

“系の剛性マトリックス [ ]K ”は，要素数が 1 つであるので，全体座標系に変

換された“要素 1 の剛性マトリックス 1 ”と一致する。 [[ ]XYK ]K は式(12.67)よ

り下式となる。 

     

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 1

7

0 1 0 833.3 0 0 0 1 0
1 0 0 10 0 4.444 66.67 1 0 0
0 0 1 0 66.67 1333 0 0 1

T

XY xy
K K T K T= =

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= × − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

     

1 1 1

1
7 2

1
2

1

4.444 0 66.67m
10 kg/s 0 833.3 0

66.67m 0 1333m

X Y

X

Y

u u
Q
Q
M

θ

⎡
⎢= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎤
⎥  (14.5)  

全体座標系に変換された“要素 1 の質量マトリックス 1 ”は，式(13.20)

から 

[ ]XYM

[ ] [ ] [ ] [ ]1

7

0 1 0 0.0250 0 0 0 1 0
1 0 0 10 0 0.0279 0.1179 1 0 0
0 0 1 0 0.1179 0.6429 0 0 1

T

XY xy
M T M T=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= × − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

    

1 1 1

1
7

1
2

1

0.0279 0 0.1179m
10 kg 0 0.0250 0

0.1179m 0 0.6429m

X Y

X

Y

u u
F
F
M

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

&&&& &&

 

である。さらに，上部構造の質量を追加すると，以下に示すように“系の質量

マトリックス [ ]M が求まる。上部構造の質量は，X と Y の両方向に加えること

に注意する。ここでは計算を簡単にするために，上部構造の慣性モーメントは

無視する。  
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     [ ]  7

2

0.0279 0.08 0 0.1179m
10 kg 0 0.0250 0.08 0

0.1179m 0 0.6429m
M

+⎡ ⎤
⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

         

1 1 1

1
7

1
2

1

0.1079 0 0.1179m
10 0 0.1050 0

0.1179m 0 0.6429m

X Y

X

Y

u u
F

kg F
M

θ

⎡
⎢= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

&&&& &&

⎤
⎥  (14.6) 

（３） 固有値解析 

 固有円振動数を決定する特性方程式は，式(10.8)から 
     [ ] [ ]2 0K Mω− =  (14.7) 

である。この式に，(14.5)と(14.6)を代入すると 

     

2 2

7 2

2 2

4.444 0.1079 0 66.67 0.1179
10 0 833.3 0.105 0 0

66.67 0.1179 0 1333 0.6429

ω ω
ω

ω ω

− −
− =

− −
 

    ( )
2 2

2
2 2

4.444 0.1079 66.67 0.1179
833.3 0.105 0

66.67 0.1179 1333 0.6429
ω ω

ω
ω ω

− −
∴ − =

− −
 

となる。この式を分離すると 
2 2

2

4.444 0.1079 66.67 0.1179
0

66.67 0.1179 1333 0.6429
ω
ω ω

− −
2

ω
=

− −
 (14.8) 

および 
2833.3 0.105 0ω− =  (14.9) 

である。 

式(14.8)を展開すると 

01479131.00.05547 24 =+− ωω  

となる。これを解くと，1 モードと 2 次モードの固有円振動数 

1 23.368rad/s, 48.48rad/sω ω= =  (14.10) 

が求まる。式(14.9)を解くと，3 次モードの固有円振動数 

3 89.09rad/sω =  (14.11) 

が求まる。したがって，固有振動数 ( / 2f )ω π= は以下のとおりである。 
       1 2 30.5360Hz, 7.716Hz, 14.18Hzf f f= = =
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モードベクトル{ は，式(10.6)に固有円振動数を代入することによって得ら

れる。すなわち 

}a

2 2
1

7 2
2

2 2
3

4.444 0.1079 0 66.67 0.1179
10 0 833.3 0.105 0 0

66.67 0.1179 0 1333 0.6429

a
a
a

ω ω
ω

ω ω

⎡ ⎤− − ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪− =⎨ ⎬⎢ ⎥

⎪ ⎪⎢ ⎥− − ⎩ ⎭⎣ ⎦

 

である。この式は以下のように分離できる。 
2 2

1
2 2

3

4.444 0.1079 66.67 0.1179
0

66.67 0.1179 1333 0.6429
a
a

ω ω
ω ω

⎡ ⎤− − ⎧ ⎫
=⎨ ⎬⎢ − − ⎩ ⎭⎣ ⎦

⎥  (14.12)  

および 
     ( )2

2833.3 0.105 0aω− =  (14.13) 

 1 3.368rad/sω = は，同次連立 1 次方程式(14.12)の係数行列の行列式を 0 にす

るので，式(14.12)の 2 つの方程式は同じである。第 1 式を用いると 

     
2

13 1
2

1 1

4.444 0.1079 0.04929m
66.67 0.1179

a
a

ω
ω

−−
= − = −

−
  

である。式(14.13)に 1 3.368rad/sω = を代入すると 
     ( )  2

1 2833.3 0.105 832.1 0aω− = =

   2 0a∴ =  

となる。したがって，1 次のモードベクトルと一般化質量は， とすると，

それぞれ以下のとおりである。 
11 1a =

     { }  (14.14) 
11

211
1

31

1
0

0.4929

a
a a

a m−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎩ ⎭ ⎩ ⎭

{ } [ ]{ } { } 7
1 1

5

0.1079 0 0.1179 1
1 0 0.04929 0 0.105 0 0 10

0.1179 0 0.6429 0.04929

9.784 10 kg

Ta M a
⎡ ⎤ ⎧

⎪ ⎪⎢ ⎥= − ×⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎩

= ×

⎫

⎭
 

 正規化するための係数は，式(10.31)から 

     

{ } [ ]{ }
3 1/

5

1 1

1 1 1.011 10
9.784 10T

kg
a M a

μ − −= = = ×
×

2  

である。したがって，正規化した 1 次モードベクトルは 
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     { }

3 -1/2
11 11

21 211
5 -1 -1/2

31 31

1.011 10 kg
0

4.983 10 m kg

a
a
a

φ
φ φ μ

φ

−

−

⎧ ⎫×⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪− ×⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (14.15)   

である。この 1 次基準振動は，軸方向の伸縮を伴わない“はり(ビーム)”とし

ての振動である。 

 同様に， 2 48.48rad/sω = を代入すると 

     
2

13 1
2

1 1

4.444 0.1079 1.184m
66.67 0.1179

a
a

ω
ω

−−
= − = −

−
  

      2 0a =

であるから，2 次のモードベクトルと一般化質量は， 12 1a = とすると，それぞ

れ 

    { }
12

222
-1

32

1
0

1.184m

a
a a

a

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (14.16) 

{ } [ ]{ } { }2 7
2 2

6

0.1079 0 0.1179 1
1 0 0.184 0 0.105 0 0 10

0.1179 0 0.6429 1.184

7.300 10 kg

a M a
⎡ ⎤ ⎧

⎪ ⎪⎢ ⎥= − ×⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎩

= ×

⎫

⎭
 

である。 

 正規化するための係数は 

     

{ } [ ]{ }
4 1/

6

2 2

1 1 3.701 10
7.300 10T

kg
a M a

μ − −= = = ×
×

2  

である。したがって，正規化した 2 次モードベクトルは 

     { }

4 -1/2
12 12

22 222
4 -1 -1/2

32 32

3.701 10 kg
0

4.382 10 m kg

a
a
a

φ
φ φ μ

φ

−

−

⎧ ⎫×⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪− ×⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (14.17)   

である。この 2 次基準振動も“はり(ビーム)”としての振動である。 

 3 89.09rad/sω = は，式(14.12)の係数行列の行列式 

     

2 2
63

2 2
3

4.444 0.1079 66.67 0.1179
2.925 10 0

66.67 0.1179 1333 0.6429
ω ω
ω ω

− −
= × ≠

− −
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が 0 とならないので，式(14.12)の解は自明の解 1 3 0a a= = だけしか存在しない。

また，式(14.13)は， であるので， は任意の値をとれる。 とす

れば，3 次のモードベクトルと一般化質量は，それぞれ 
20 a⋅ = 0

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

⎧ ⎫

⎩ ⎭

2a 2 1a =

     { }  (14.18) 
13

233

33

0
1
0

a
a a

a

⎧ ⎫ ⎧
⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨
⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩

      
{ } [ ]{ } { } 7

3 3

6

0.1079 0 0.1179 0
0 1 0 0 0.105 0 1 10

0.1179 0 0.6429 0

1.050 10 kg

Ta M a
⎡ ⎤

⎪ ⎪⎢ ⎥= ×⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦

= ×

である。 

 正規化するための係数は 

     

{ } [ ]{ }
4 -1/

6

3 3

1 1 9.759 10 kg
1.050 10Ta M a

μ −= = = ×
×

2

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

 

である。したがって，正規化した 3 次モードベクトルは 

     { }  (14.19) 
13 13

4 -1/2
23 233

33 33

0
9.759 10 kg

0

a
a
a

φ
φ φ μ

φ

−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = = ×⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩

である。この 3 次基準振動は，曲げ変形を伴わない軸方向だけに伸縮する“柱

(カラム)”としての振動である。 

 したがって，正規化したモードマトリックスは 

     
[ ]

1
4 -1/2

1
-1 -1

1

1 2 3

10.11 3.701 0
10 kg 0 0 9.759

0.4983m 4.382m 0

X

Y

u u u

u
u
θ

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥Φ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 (14.20) 

である。ここで， および1 2 3( , , )u u u 1 1 1( , ,X Yu u )θ は，それぞれ(1 次，２次，3 次

の基準座標)および(節点 1 の X 方向，Y 方向，回転の変位)である。式(14.20)

からわかるように，1 次基準振動と 2 次基準振動では， X 方向の変位と回転が

生じるが，Y 方向の変位は生じない。 X 方向の変位に対して回転変位が，1 次

基準振動では小さく，2 次基準振動では大きい。3 次基準振動では， 方向のY
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変位だけが生じる。 

（４） 刺激係数 

 X 方向およびY 方向の地盤動に対する正規化した 1 次モードの刺激係数は，

式(10.41)から  

  { } [ ]{ } { }4
1 1

0.1079 0 0.1179
1 10 10.11 0 0.4983 10 0 0.105 0

0.1179 0 0.6429

T Mβ φ −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = − × ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

      (14.21) 7

1 0
10 0 1 1.032 10 kg 0

0 0

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪× = ×⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

および および
3 1/2

である。2 次モードの刺激係数は 

  { } [ ]{ } { }4
2 2

0.1079 0 0.1179
1 10 3.701 0 4.382 0 0.105 0

0.1179 0 0.6429

T Mβ φ −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = − ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

      (14.22) 7

1 0
10 0 1 1.173 10 kg 0

0 0

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪× = − ×⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

および および
2 1/2

である。3 次モードの刺激係数は 

  { } [ ]{ } { }4
3 3

0.1079 0 0.1179
1 10 0 9.759 0 0 0.105 0

0.1179 0 0.6429

T Mβ φ −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

     (14.23) 7

1 0
10 0 1 0 1.026 10 kg

0 0

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪× = ×⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

および および
3 1/2

である。 

 

 

 刺激係数をまとめると 

                            X 方向地盤動   Y 方向地盤動 

  1 次モードの刺激係数             0 3 1/1.032 10 kg× 2
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  2 次モードの刺激係数            0 2 1/1.173 10 kg− × 2

2  3 次モードの刺激係数          0           3 1/1.026 10 kg×
である。これからわかるように， X 方向の地盤動 gx&& に対して，3 次基準振動は

生じない。 i gxβ− && は，見かけ上の外力と考えることができるから，2 次モード振

動系に比べて 1 モード振動系に加わる地震力は約 10 倍であることがわかる。Y

方向の地盤動 gy&& に対しては，3 次基準振動だけが生じることがわかる。これは

直感的にわかることである。 

（５） 地震応答の解 

 正 規 化 さ れ た 基 準 座 標 に 対 す る 運 動 方 程 式 は ， 一 般 化 減 衰 定 数

とすると，式(11.34)より * 0.05( 1,2,3)ih i= =

     ( )* 22 1i i i i i i i g i gu h u u x y iω ω β β+ + = − − =&& & && &&および , 2,3  

である。 

X 方向地盤動に対する 1 次モード振動系の運動方程式は 

     
2 3

1 1 12 0.05 3.368 3.368 1.032 10 gu u u+ × × + = − ×&& & &&x  

   
3

1 1 10.3368 11.34 1.032 10 gu u u x∴ + + = − ×&& & &&  (14.24) 

である。2 次モード振動系の運動方程式は 

     
2 2

2 2 22 0.05 48.48 48.48 1.173 10 gu u u+ × × + = ×&& & &&x  

   
3

2 2 24.848 2350 1.173 10 gu u u x∴ + + = ×&& & &&  (14.25) 

である。3 次基準振動は生じない。 

Y 方向地盤動に対する 3 次モード振動系の運動方程式は 

     
2 3

3 3 32 0.05 89.09 89.09 1.026 10 gu u u+ × × + = − ×&& & &&y  

   
3

3 3 38.909 7937 1.032 10 gu u u y∴ + + = − ×&& & &&  (14.26) 

である。1 次と 2 次基準振動は生じない。 

 最終目的である節点 1 の変位の解 ， と1Xu 1Yu 1θ は，上記の連成しない方程式

の解 ， と を変換式に代入した 1u 2u 3u

      
1 11 12 13

1 21 22 23

1 31 32 33

X

Y

u u
u u

u

φ φ φ
φ φ φ

θ φ φ φ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧
⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩

1

2

3

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭
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1

4 -1/2
2

-1 -1
3

10.11 3.701 0
10 kg 0 0 9.759

0.4983m 4.382m 0

u
u
u

−

⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪⎢= ⎥
⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎩ ⎭

 (14.27) 

である。 

 

14.2 平面骨組系のモード解析 

図 14.2 に示すように，節点 1 で剛結された 2 つのビーム・カラムが壁面に

固定されている。座標系，要素の断面諸元，質量と断面定数は，図に示されて

いる。質量 M は節点 1 だけに集中的に存在し，慣性モーメントは無視する。節

点 2 と節点 3 は，全自由度が拘束されているので，運動は節点 1 だけに着目す

ればよい。したがって，解析モデルは，“拘束された節点 2 と節点 3”，“3 自由

度の節点 1”および“要素 1 と要素 2”で構成される 3 自由度系である。 

 

（１） 剛性と質量マトリックス 

 要素 1 の 端を節点 1 とすると，要素座標系と全体座標系が一致するので，

要素座標系の剛性マトリックス 1

a

[ ]xyK と全体座標系の剛性マトリックス 1

は一致し，それは式(12.67)の 端の剛性マトリックスである。すなわち  

[ ]XYK

a

     [ ] [ ]
2

31 1
2

/ 0 0
0 12 6
0 6 4

XY xy

Al I
EIK K
l

l l
l

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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1 1 1

1
7 2

1
2

1

147.0 0 0
10 kg/s 0 2.52 12.6m

0 12.6m 84.0m

X Y

X

Y

u u
Q
Q
M

θ

⎡
⎢= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎤
⎥  (14.28) 

要素 2 の 端を節点 1 とすると，要素座標系に対する剛性マトリックスa 2[ ]xyK

は，式(12.67)の 端(節点 1)の剛性マトリックスである。すなわち a

     [ ]
2

32
2

/ 0 0
0 12 6
0 6 4

xy

Al I
EIK l
l

l l

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

           

1 1 1

1
7 2

1
2

1

75.132 0 0
10 kg/s 0 0.90158 5.04m

0 5.04m 37.566m

x y

x

y

u u

Q
Q
M

θ

⎡
⎢= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎤
⎥  (14.29) 

である。これを全体座標系に変換する変換行列は，式 (13.17)の 端にa
1tan (5 10) 0.4636radθ −= = を代入することによって以下のように求まる。 

     [ ]  (14.30) 
cos sin 0 0.8944 0.4472 0
sin cos 0 0.4472 0.8944 0
0 0 1 0 0

T
θ θ
θ θ

⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢= − = −⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣ 1

⎤
⎥
⎥
⎥⎦

1

全体座標系に対する要素 2 の剛性マトリックス は，式(13.19)より 2[ ]XYK

     [ ] [ ] [ ] [ ]2 2

0.8944 0.4472 0
0.4472 0.8944 0

0 0

T

XY xy
K T K T

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

           7

75.132 0 0 0.8944 0.4472 0
10 0 0.90158 5.04 0.4472 0.8944 0

0 5.04 37.566 0 0 1

⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢× −⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

⎤
⎥
⎥
⎥⎦

          

1 1 1

1
7 2

1
2

1

60.286 29.692 2.254m
10 kg/s 29.692 15.748 4.5079

2.254m 4.5079m 37.566m

X Y

X

Y

u u
Q
Q
M

θ
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (14.31) 
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したがって，系の剛性マトリックス [ ]K は，下記のとおりである。 

[ ] [ ] [ ]1 2

1 1 1

1
7 2

1
2

1

207.286 29.692 2.254m
10 kg/s 29.692 18.268 17.1079m

2.254m 7.1079m 121.566m

XY XY

X Y

X

Y

K K K

u u
Q
Q
M

θ

= +

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (14.32) 

質量は集中質量だけであるので，全体座標系の質量マトリックス [ ]M は 

     
[ ]

1 1 1

1
4

1

1

5.0 0 0
10 kg 0 5.0 0

0 0 0

X Y

X

Y

u u
F

M F
M

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

&&&& &&

 (14.33) 

である。 

（２） 固有値解析 

 固有振動数を決定する特性方程式は 
     [ ] [ ]2 0K Mω− =  (14.34) 

である。この式に，(14.32)と(14.33)を代入すると次式を得る。  
2

7 2

207.286 0.005 29.692 2.254
10 29.692 18.268 0.005 17.1079 0

2.254 7.1079 121.566

ω
ω

− −
− =

−
 (14.35) 

この式は， 2ω について 2 次方程式であるので，解は 2 つ( 0ω > )すなわちモー

ド数は 2 つである。これは式(14.34)からわかるように，慣性モーメントを無視

しているからである。解は 

1 247.47rad/s, 205.8rad/sω ω= = である。 (14.36) 

である。したがって，固有振動数 ( / 2f )ω π= は以下のとおりである。 
       1 27.554Hz, 32.76Hzf f= =

モードベクトル{ は，以下に示すように，式(10.6)に固有円振動数を代入す

ることによって得られる。 

}a

2
1

7 2
2

3

207.286 0.005 29.692 2.254
10 29.692 18.268 0.005 17.1079 0

2.254 7.1079 121.566

a
a
a

ω
ω

⎡ ⎤− − ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪− =⎨ ⎬⎢ ⎥

⎪ ⎪⎢ ⎥− ⎩ ⎭⎣ ⎦

 (14.37) 
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 式(14.37)は，係数行列が 0 の同次連立 1 次方程式であるから，独立な方程式

は 2 個である。したがって，式(14.37)の 3 個の方程式から任意の 2 個を取り出

して，それらに 1 47.47rad/sω = を代入して解くことによって，1 次モードベクト

ルの成分 が求まる。最大成分を 1 とすると 11 21 31, ,a a a

     { }  (14.38)   
11

211
-1

31

0.1531
1

0.1436m

a
a a

a

−⎧ ⎫ ⎧
⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨
⎪ ⎪ ⎪−⎩ ⎭ ⎩

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

となる。また，一般化質量は 
     { } [ ]{ } { }1 1

0.1531 1 0.1436Ta M a = − −  

      4 4

5.0 0 0. 0.1531
0 5.0 0 1 10 5.117 10 kg
0 0 0 0.1436

−⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪⎢ ⎥× × =⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎩ ⎭

×

である。正規化するための係数は，式(10.31)から 

{ } [ ]{ }
3 -1/

4

1 1

1 1 4.421 10 kg
5.117 10Ta M a

μ −= = = ×
×

2  

となる。したがって，正規化したモードベクトルは次式となる。 

     { }

4 -1/2
11 11

3 -1/2
21 211

4 -1 -1/2
31 31

6.769 10 kg
4.421 10 kg

6.349 10 m kg

a
a
a

φ
φ φ μ

φ

−

−

−

⎧ ⎫− ×⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = = ×⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪− ×⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (14.39)   

 2 次モードベクトルは，同様に，式(14.37)の 2 個の方程式に 2 205.8rad/sω = を

代入して解くことによって求まる。最大成分を 1 とすると 

     { }  (14.40)   
12

222
-1

32

1
0.1531

0.003008m

a
a a

a

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎩ ⎭ ⎩ ⎭

となる。また，一般化質量は以下のとおりである。 
     { } [ ]{ } { }2 2

1 0.1531 0.003008Ta M a = −  

      4 4

5.0 0 0. 1
0 5.0 0 0.1531 10 5.117 10 kg
0 0 0 0.003008

⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪⎢ ⎥× × =⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎩ ⎭

×

正規化するための係数は，式(10.31)から 
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{ } [ ]{ }
3 -1/

4

2 2

1 1 4.421 10 kg
5.117 10Ta M a

μ −= = = ×
×

2  

である。したがって，正規化したモードベクトルは次式となる。 

     { }

3 -1/2
12 12

4 -1/2
22 222

5 -1 -1/2
32 32

4.421 10 kg
6.769 10 kg

1.330 10 m kg

a
a
a

φ
φ φ μ

φ

−

−

−

⎧ ⎫×⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = = ×⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪− ×⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (14.41)   

 “2 次モードまでしか存在しない”と前記したが，“系の自由度の数だけモー

ド数は存在する”あるいは“モードマトリックスは正方行列である”という考

え方に立つと，“3 次基準振動は生じない”すなわち“3 次モードベクトルの成

分 13 23 33 0φ φ φ= = = である”ことになる。その場合，正規化したモードマトリッ

クスは 

[ ]
-1/ 2 -1/ 2

1
4 -1/2 -1/ 2 -1/2

1
-1 -1/ 2 -1 -1/2

1

1 2

6.769kg 44.21kg 0
10 kg 44.21kg 6.769kg 0

6.349m kg 0.1330m kg 0

X

Y

u u

u
u

3u

θ

−

⎡ ⎤−
⎢ ⎥Φ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 (14.42) 

である。式(14.42)からわかるように，1 次基準振動は，Y 方向の変位と回転が

大きい振動である。2 次基準振動は， X 方向の変位だけが大きい振動である。  

（３） 刺激係数 

 X 方向およびY 方向の地盤動に対する正規化した 1 次モードの刺激係数は，

式(10.41)から以下のとおりである。 

{ } [ ]{ } { }4
1 1

4 1/ 2 1

5.0 0 0
1 10 6.769 44.21 6.349 0 5.0 0

0 0 0

1
10 0 33.85kg 221.0kg

0

T Mβ φ −

/2

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = − − ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪× = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

および および

0

1

0

 (14.43) 

2 次モードの刺激係数は下式である。 
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{ } [ ]{ } { }4
2 2

4 1/2 1/2

5.0 0 0
1 10 44.21 6.769 0.1330 0 5.0 0

0 0 0

1
10 0 221.0kg 33.85kg

0

T Mβ φ −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = − ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪× =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

および および

0

1

0

 (14.44) 

刺激係数をまとめると下記のようになる。 

                          X 方向地盤動   Y 方向地盤動 

  1 次モードの刺激係数              1/233.85kg− 1/2221.0kg

2 次モードの刺激係数                1/2221.0kg 1/233.85kg
これからわかるように， X 方向およびY 方向の地盤動に対して，それぞれ主に

2 次基準振動および 1 次基準振動が生じる。 

（４） 地震応答の解 

 地盤動に対する正規化された運動方程式は， 0.05( 1,2)ih i= = とすると，式

(11.34)より次式である 

     ( )* 22 1i i i i i i i g i gu h u u x y iω ω β β+ + = − − =&& & && &&および , 2  

X 方向の地盤動に対する 1 次モード振動系の運動方程式は 

     
2

1 1 12 0.05 47.47 47.47 33.85 gu u u+ × × + =&& & &&x  

   1 1 14.747 2253 33.85 gu u u x∴ + + =&& & &&  (14.45) 

である。2 次モード振動系の運動方程式は下式である。 

     
2

2 2 22 0.05 205.8 205.8 221.0 gu u u+ × × + = −&& & &&x  

   
3

2 2 220.58 42350 221.0 10 gu u u x∴ + + = − ×&& & &&  (14.46) 

Y 方向の地盤動に対する 1 次モード振動系の運動方程式は 

     
2

1 1 12 0.05 47.47 47.47 221.0 gu u u+ × × + = −&& & &&y  

   1 1 14.747 2253 221.0 gu u u y∴ + + = −&& & &&  (14.47) 

である。2 次モード振動系の運動方程式は下式である。 

     
2

2 2 22 0.05 205.8 205.8 33.85 gu u u+ × × + = −&& & &&y  

   2 2 220.58 42350 33.85 gu u u y∴ + + = −&& & &&  (14.48) 

 最終目的である節点 1 の変位の解 ， と1Xu 1Yu 1θ は， 3 ( 0)u = を無視して，上記

の連成しない方程式の解 と を変換式に代入した次式である。 1u 2u

 

土木/建築技術者のための基礎から学ぶ振動学

civil-eye.com webセミナー 179/251 （株）CRCソリューションズ



竹名 興英 

温留漢    共著 

亀岡 裕行 

1 11 12
1 14 -1/2

1 21 22
2 2-1 -1

1 31 32

6.769 44.42
10 kg 44.42 6.769

6.349m 0.1330m

X

Y

u
u u

u
u u

φ φ
φ φ

θ φ φ

−

−⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎬  (14.49) 
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第 4 部 数値計算と非線形解析 
 

 いままでは，“減衰力と復元力がそれぞれ速度と変位に比例する”と仮定して

きた。その場合，多自由度系の運動方程式は，線形な連立微分方程式となり，

厳密解(デュアメル積分)を求めることが可能である。しかし，計算機の発達し

た現在は，そのような方法が用いられることはまれであり，数値計算法の一種

である逐次近似法によって，初期状態から等時間間隔で順次に近似解を求めて

いく方法が一般的である。 

大地震のような大きな力が作用すると，復元力は変位に比例せず，変位の履

歴に依存するようになる。その運動方程式は非線形な連立微分方程式となり，

もはや厳密解を求めることは困難となり，逐次近似法によって近似解を求める

ことになる。第 15 章では逐次近似法を説明し，第 16 章ではそれを用いた“非

線形解析の概念”について述べる。  

 

第 15 章 振動学と“数値計算” 
 

この章では，線形な 1 自由度系を用いて，逐次近似法の一種であり，振動学

で加速度法よばれる方法について説明するとともに，その数学的意味を述べる。

さらに，各種の加速度法を統合したニューマークβ法も説明する。  

 

15.1 加速度法の数値計算の手順 

 線形な 1 自由度系の減衰強制振動の運動方程式は，式(3.9)より 
     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0mx t cx t kx t f t t+ + = ≥�� �  (15.1) 

である。初期条件すなわち“時刻 00 ( )t t= ≡ における変位と速度” 
     ( ) ( )0 00 , 0x x x x= =� �  (15.2) 

を与え，任意の時刻 tの変位，速度と加速度を求める問題を考える。このよう

に，初期条件を与えて微分方程式を解く問題を初期値問題という。この問題を

逐次近似法によって解く手順を述べる。 

まず，時刻 0t における加速度 0x�� を求める。そのためには，式(15.2)を(15.1)

に代入すればよい。 0 (0)f f= とおくと 

土木/建築技術者のための基礎から学ぶ振動学

civil-eye.com webセミナー 181/251 （株）CRCソリューションズ



竹名 興英 

温留漢    共著 

                              亀岡 裕行 

( ) { }0 0 0 0
10x x f cx kx
m

= = − −�� �� �  (15.3) 

となる。これで，時刻 0t における変位 0x ，速度 0x� と加速度 0x�� の値が定まったわ

けである。 

微小時間を t∆ とする。時刻 ( )it i t= ∆ の振動状態(変位 ix ，速度 ix� ，加速度 ix�� )

から， t∆ 時間後の 1it + の振動状態を求めることができれば， 0t の振動状態がわ

かっているので， 1 2, ,t t "に対する振動状態の近似解を 1 ステップずつ求めるこ

とができる。すなわち 0 0 0 1 1 1( , , ) ( , , )x x x x x x→ →� �� � �� "と順次に求めていくことがで

きる。これが逐次近似法である。 

it の振動状態から 1it + の振動状態を求めるためには，仮定が必要である。加速

度法(acceleration method)とは，“ it と 1it + 間の加速度の変化の仕方を仮定する

逐次近似法”である。代表的な方法として，線形加速度法(linear acceleration 

method)と平均加速度法(average acceleration method)がある。 

0

x

t

‥

xi+1

xi

ix + xi+1

2

t i t i+1

①

②

③

④

‥

‥ ‥

‥

図15.1　加速度法の仮定

‥
xx(t)

 

（１） 線形加速度法 

この方法は，図 15.1 の線分①に示すように，時間区分 1i it t t +< < において，

加速度 ( )x t�� が線形に変化すると仮定する。すなわち  

     ( ) ( )1i i
i i
x xx t x t t

t
+ −

= + −
∆

�� ���� ��  (15.4) 

である。速度と変位は，式(15.4)を積分することによって求まる。 

( ) ( ) ( ) ( )211
2i

t i i
i i i i it

x xx t x x t x x t t t t
t

+ −
= + = + − + −

∆∫
�� ��� � �� � ��  (15.5) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 311 1
2 6i

t i i
i i i i i i it

x xx t x x t x x t t x t t t t
t

+ −
= + = + − + − + −

∆∫
�� ��� � ��  (15.6) 

式(15.5)・(15.6)に 1( )i it t t t+= = + ∆ を代入すると 

( )1 1
1
2i i i i ix x x t x x t+ += + ∆ + − ∆� � �� �� ��  (15.7) 

( )2 2
1 1

1 1
2 6i i i i i ix x x t x t x x t+ += + ∆ + ∆ + − ∆� �� �� ��  (15.8) 

となる。 1it t += で式(15.1)が成り立つから 

{ }1 1 1 1
1

i i i ix f cx kx
m+ + + += − −�� �  (15.9) 

である。 

未知数 1 1 1( , , )i i ix x x+ + +� �� が 3 個で，方程式は(15.7)・(15.8)・（15.9）の 3 個であ

るから，それらの未知数を求めることができる。しかし，それらを直接求める

より，まず it に対する 1it + の変位，速度と加速度の増分すなわち 

1 1 1, ,i i i i i i i i ix x x x x x x x x+ + +∆ = − ∆ = − ∆ = −� � � �� �� ��  (15.10) 

を求める方が，方程式がすっきりしてわかりやすい。式(15.7)・(15.8)を増分形

式に書き直すと以下のとおりとなる。 

     
1
2i i ix x t x t∆ = ∆ + ∆ ∆� �� ��  (15.11) 

2 21 1
2 6i i i ix x t x t x t∆ = ∆ + ∆ + ∆ ∆� �� ��  (15.12) 

また， it t= で式(15.1)が成り立つから 

{ }1
i i i ix f cx kx
m

= − −�� �  (15.13) 

である。式(15.9)から(15.13)を引き，増分形式に直すと下式となる。 

{ } 1
1 ,i i i i i i ix f c x k x f f f
m +∆ = ∆ − ∆ − ∆ ∆ = −�� �  (15.14) 

未知の増分 ( , , )i i ix x x∆ ∆ ∆� �� に関する方程式は，式(15.11)・(15.12)・(15.14)であ

る。それらの増分を求めるためには，まず，式(15.11)・(15.12)を ix∆� と ix∆��につ

いて解くと 
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3 3

2i i i i
tx x x x

t
∆

∆ = ∆ − −
∆

� � ��  (15.15) 

2

6 6 3i i i ix x x x
t t

∆ = ∆ − −
∆ ∆

�� �� ��  (15.16) 

となる。式(15.15)・(15.16)を式(15.14)に代入し， ix∆ について解けば 

    i
i

fx
k
∆

∆ =  (15.17) 

    2

6 3 6, 3 3
2i i i i

m c m c tk k f f c x m x
t t t

∆⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + ∆ = ∆ + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆ ∆ ∆⎝ ⎠ ⎝ ⎠
� ��  (15.18) 

となる。速度の増分 ix∆� は，式(15.17)を(15.15)に代入することによって求まる。  

時刻 1it + の変位 1ix + と速度 1ix +� は，増分式(15.10)に，それぞれ ix∆ と ix∆� を代入

することによって得られる。すなわち 

1 1,i i i i i ix x x x x x+ += + ∆ = + ∆� � �  (15.19) 

である。加速度は，式(15.19)を(15.9)に直接代入することによって求める。  

{ }1 1 1 1
1

i i i ix f cx kx
m+ + + += − −�� �  (15.20) 

（２） 平均加速度法 

図 15.1 の線分④に示すように，この方法は，時間区分 1i it t t +< < において，

加速度 ( )x t�� が一定で，両端の加速度の平均値に等しいと仮定する。すなわち 

     ( ) 1

2
i ix xx t + +

=
�� ����  (15.21) 

である。この式を積分すると，速度と変位が求まる。 

     ( ) ( ) ( )1

2i

t i i
i i it

x xx t x x t x t t+ +
= + = + −∫

�� ��� � �� �  (15.22) 

     ( ) ( ) ( ) ( )21

4i

t i i
i i i i it

x xx t x x t x x t t t t+ +
= + = + − + −∫

�� ��� �  (15.23) 

式(15.22)・(15.23)に 1it t += を代入すると下式となる。 

     1
1 2

i i
i i

x xx x t+
+

+
= + ∆

�� ��� �  (15.24) 
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     21
1 4

i i
i i i

x xx x x t t+
+

+
= + ∆ + ∆

�� ���  (15.25) 

式(15.24)・(15.25)を変形し，増分形式に書き直すと 

  
( )11

1

2 2
2 2 2

i i ii i i i
i i

x x xx x x xx x t t t++
+

− ++ ∆ +
− = ∆ = ∆ = ∆

�� �� ���� �� �� ��� �  

( )12 2 21
1

2 2
4 4 4

i i ii i i i
i i i i i

x x xx x x xx x x t t x t t x t t++
+

− ++ ∆ +
− = ∆ + ∆ = ∆ + ∆ = ∆ + ∆

�� �� ���� �� �� ��� � �  

1
2i i ix x t x t∴ ∆ = ∆ + ∆ ∆� �� ��  (15.26) 

2 21 1
2 4i i i ix x t x t x t∆ = ∆ + ∆ + ∆ ∆� �� ��  (15.27) 

となる。 

式(15.26)・(15.27)を ix∆� と ix∆��について解くと 

2

2 4 42 , 2i i i i i i ix x x x x x x
t t t

∆ = ∆ − ∆ = ∆ − −
∆ ∆ ∆

� � �� � ��  (15.28) 

となる。式(15.28)を(15.14)に代入して， ix∆ について解くと 

     i
i

fx
k
∆

∆ =  (15.29) 

     2

4 2 4, 2 2i i i i
m c mk k f f c x mx
t t t

⎛ ⎞= + + ∆ = ∆ + + +⎜ ⎟∆ ∆ ∆⎝ ⎠
� ��  (15.30) 

となる。 

時刻 1it + の変位 1ix + ，速度 1ix +� と加速度 1ix +�� の求め方は，線形加速度法と同じで

ある。 

 

15.2 加速度法の数学的意味 
（１） テイラー展開 

tの関数 ( )x t を t a= でテイラー展開すると 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 3

1
1

2! 3!

! 1 !

n n
n n

x a x a
x t x a x a t a t a t a

x a x
t a t a

n n
ξ+

+

= + − + − + −

+ + − + −
+

�� ���
�

"
 (15.31) 

となる。右辺の最後の項 
( ) ( )
( ) ( )

1
1

1 !

n
nx

R t a
n

ξ+
+= −

+
 (15.32) 

は，剰余とよばれ，式(15.30)を満足するξ が aと tの間に少なくとも 1 つ存在

する。 ( )x t を右辺の ( )nt a− までの項で近似すると，剰余は誤差を意味し，その

大きさは ( )t a− が十分に小さいと， 1( )nt a +− の定数倍程度であり， ( )t a− を 0

に近づけていった場合， 1( )nt a +− の速さで 0 に収束することを意味している。  
（２） 線形加速度法 

変位 ( )x t を it でテイラー展開し， 3n = の項までで近似すると 

( ) ( ) ( ) ( )2 3

2! 3!
i i

i i i i i
x xx t x x t t t t t t= + − + − + −
�� ����  (15.33) 

となる。これを続けて 2 回微分すると，それぞれ速度と加速度 

( ) ( ) ( )2

2
i

i i i i
xx t x x t t t t= + − + −
���� � ��  (15.34) 

     ( ) ( )i i ix t x x t t= + −�� �� ���  (15.35) 

となる。 

 式(15.35)に 1it t += を代入すると 

     1
1 , i i

i i i i
x xx x x t x
t

+
+

−
= + ∆ ∴ =

∆
�� ���� �� ��� ���  

となる。これを式(15.35)に代入すると 

     ( ) ( )1i i
i i
x xx t x t t
t

+ −
= + −

∆
�� ���� ��  (15.36) 

なる。これは式(15.4）と一致する。すなわち，線形加速度法とは，変位 ( )x t を

it でテイラー展開した 3n = の項までの近似である。 
（３） 平均加速度法 

変位 ( )x t を it でテイラー展開し， 2n = の項までで近似すると 
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( ) ( ) ( )2

2!
i

i i i i
xx t x x t t t t= + − + −
���  (15.37) 

となる。これを 2 回続けて微分すると，それぞれ速度と加速度は 

     ( ) ( ) ( )1i i i i ix t x x t t t t t += + − ≤ <� � ��  (15.38) 

     ( ) ( )1i i ix t x t t t += ≤ <�� ��  (15.39) 

となる。すなわち，この方法は，図 15.1(a)の線分②に示すように，時間区分全

域において，加速度が時間区分の最初の加速度に等しいという仮定である。 

変位 ( )x t を 1it + でテイラー展開し， 2n = の項までで近似すると 

( ) ( ) ( )21
1 1 1 12!

i
i i i i

xx t x x t t t t+
+ + + += + − + −

���  (15.40) 

となる。これを微分すると，速度と加速度は，それぞれ 

     ( ) ( ) ( )1 1 1 1i i i i ix t x x t t t t t+ + + += + − < ≤� � ��  (15.41) 

     ( ) ( )1 1i i ix t x t t t+ += < ≤�� ��  (15.42) 

となる。この方法は，図 15.1(a)の線分③に示すように，時間区分全域において，

加速度が時間区分の最後の加速度に等しいという仮定である。 

平均加速度法は，図 15.1 からもわかるように，変位 ( )x t を“ it でテイラー展

開した 2n = の項までの近似”と“ 1it + でテイラー展開した 2n = の項までの近似”

の平均である。この方法は，線形加速度法より計算精度が劣る。 

 

15.3 ニューマークβ法 
各種の加速度法をパラーメータ β で統合したのがニューマークβ法

(Newmark)である。すなわち“線形加速度法の増分式(15.11)・(15.12)”と“平

均化速度法の増分式(15.26)・(15.27)”を比較して，パラメータ β によって，そ

れらは 

     
1
2i i ix x t x t∆ = ∆ + ∆ ∆� �� ��  (15.43) 

      2 21
2i i i ix x t x t x tβ∆ = ∆ + ∆ + ∆ ∆� �� ��  (15.44) 

表わすことができる。ただし， 1/ 6β = と 1/ 4β = の場合が，それぞれ線形加速

度法と平均化速度法である。これがニューマーク β 法である。 
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式(15.43)・(15.44)を ix∆� と ix∆��について解くと下式となる。 

     
1 1 11

2 2 4i i i ix x x x t
tβ β β

⎛ ⎞
∆ = ∆ − + − ∆⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠
� � ��  (15.45) 

2

1 1 1
2i i i ix x x x

t tβ β β
∆ = ∆ − −

∆ ∆
�� � ��  (15.46) 

式(15.45)・(15.46)を(15.14)に代入して， ix∆ について解くと 

     i
i

fx
k
∆

∆ =  (15.47) 

     2 2
m ck k
t tβ β

= + +
∆ ∆

 (15.48) 

11
2 2 4i i i i

m c mf f x c t x
tβ β β β

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎛ ⎞
∆ = ∆ + + + − ∆ −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟∆⎩ ⎭ ⎝ ⎠⎩ ⎭

� ��  (15.49) 

となる。 

時刻 1it + の変位，速度と加速度の求め方は，線形加速度法と同じである。 

ニューマークは1/ 6 1/ 2β≤ ≤ を推奨している。 β の小さい方が計算精度は高

い。中規模の地震を想定した線形解析では，通常，積分時間間隔 0.01st∆ = が

用いられる。しかし，大地震を想定した非線形応答解析では，地震加速度の変

化が大きいために， β が小さいと，安定解が得られず計算が発散してしまうこ

とが多い。 1/ 6β = の線形加速度法の場合，積分時間間隔 t∆ と最小固有周期 minT

との比が1/1.8より大きいと発散するといわれており，一般に安定解を得る目安

としてその比を1/10より小さくする必要がある。通常， 1/ 4β = あるいは1/ 3，

積分時間間隔 0.005 0.001st∆ = ∼ (橋梁・建築では 0.002s )が用いられる。 

 

 例題 15.a ニューマークβ法 

 運動方程式(15.1)で“ 1kg, 0, 0, ( )m c k f t t= = = = ”の場合について，ニューマ

ークβ法( 1/ 6,1/ 4,1/ 2β = )を用いて近似解を求め，厳密解と比較してみよう。

積分時間間隔は 0.01st∆ = とする。したがって，運動方程式は 
     ( )x t t=��  (a) 

である。 

初期条件を 0 00m, 10m/sx x= =� とすると， 0t = の加速度は，式(15.3)より 

土木/建築技術者のための基礎から学ぶ振動学

civil-eye.com webセミナー 188/251 （株）CRCソリューションズ



竹名 興英 

温留漢    共著 

                              亀岡 裕行 

( ) { }0 0 0 0
10 0x x f cx kx
m

= = − − =�� �� �  (b) 

である。 

 まず，厳密解を求めよう。式(a)を積分して， 0(0) 10 m sx x= =� � より 

     ( )
2

10
2
tx t = +�  (c) 

である。これを積分して， 0(0) 0x x= = より 

     ( )
3

10
6
tx t t= +  (d) 

である。したがって， 1 0.01st t= = の変位の厳密解は以下のとおりである。 

     
3

1
0.01 10 0.01 0.100000166m

6
x = + × =  (e) 

 1/ 6β = すなわち線形加速度法の場合，式(15.48)・(15.49)より 

     2
2

6 60000kg s
0.01

k = =  

2
0

60.01 10 6000.01kg m s
0.01

f∆ = + × = ⋅  

である。これらを式(15.47)に代入すると， 

     0
0

6000.01 0.100000166m
60000

fx
k
∆

∆ = = =  

となる。ゆえに， 1 0.01st = の変位は，式(15.19)より 

1 0 0 0.100000166mx x x= + ∆ =  (f) 

となる。これが厳密解(e)と一致するのは，加速度が式(a)からわかるように，線

形に変化しており，線形加速度法の仮定と一致するからである。 

 1/ 4β = すなわち平均加速度法の場合，式(15.48)・(15.49)より 

     2
2

4 40000kg s
0.01

k = =  

2
0

40.01 10 4000.01kg m s
0.01

f∆ = + × = ⋅  

である。これらを式(15.47)に代入すると， 
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     0
0

4000.01 0.10000025m
40000

fx
k
∆

∆ = = =  

となる。ゆえに， 1 0.01st = の変位は，式(15.19)より以下のとおりである。 

1 0 0 0.10000025mx x x= + ∆ =  (g) 

 1/ 2β = の場合，式(15.48)・(15.49)より 

     2
2

2 20000kg s
0.01

k = =  

2
0

20.01 10 2000.01kg m s
0.01

f∆ = + × = ⋅  

である。これらを式(15.47)に代入すると， 

     0
0

2000.01 0.1000005m
20000

fx
k
∆

∆ = = =  

となる。ゆえに， 1 0.01st = の変位は，式(15.19)より以下のとおりである。 

1 0 0 0.1000005mx x x= + ∆ =  (h) 

 以上のことから，β が大きくなるにしたがって，精度が落ちることがわかる。 

 

15.4 要約 

加速度法によって，振動状態(変位，速度と加速度)を求める手順は，①時刻

0t = の振動状態を計算する，②微小時間を t∆ とすると， 0 t t< < ∆ の加速度の

変化を仮定し， t t= ∆ の振動状態を計算する，③それ以降は，同様に，等時間

間隔 t∆ で順次に振動状態を計算する。線形加速度法では加速度が線形に変化す

ると仮定し，平均加速度法では加速度が一定で，両端の加速度の平均値に等し

いと仮定する。各種の加速度法をパラメータ β で統合したのがニューマーク β

法である。 
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第 16 章 非線形解析 
 

 この章では，1 自由度系の非線形応答解析の手順を説明するともに，それに

用いられる復元力の非線形履歴モデルを解説する。 

 

16.1 非線形解析の手順 

 復元力Qが“変位の履歴”に依存する場合，1 自由度系の運動方程式は 
     ( ) ( ) ( )mx t cx t Q f t+ + =�� �  (16.1) 

と表せる。したがって，時刻 it と 1it + に対して，下式が成り立つ。 

     i i i imx cx Q f+ + =�� �  (16.2) 

     1 1 1 1i i i imx cx Q f+ + + ++ + =�� �  (16.3) 

式(16.3)から(16.2)を引いて，増分形式にすると 
     ( )1i i i i im x c x Q Q f+∆ + ∆ + − = ∆�� �  (16.4) 

となる。 

速度と加速度の増分は，ニューマーク β 法を用いと，式(15.45)・(15.46)より 

     
1 1 11

2 2 4i i i ix x x x t
tβ β β

⎛ ⎞
∆ = ∆ − + − ∆⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠
� � ��  (16.5) 

2

1 1 1
2i i i ix x x x

t tβ β β
∆ = ∆ − −

∆ ∆
�� � ��  (16.6) 

である。 

時刻 it の振動状態 ( , , )i i ix x x� �� が既知である場合， 1it + の未知の振動状態

1 1 1( , , )i i ix x x+ + +� �� を求めるためには，未知数 , ,i i ix x x∆ ∆ ∆� �� に関する連立 1 次方程式

(16.4)・(16.5)・(16.6)を解けばよい。しかし， 1iQ + が未知であるので，それを

仮定する必要がある。 

1i it t t +< ≤ における復元力Qの増加は，図 16.1 に示すように， ix における接

線剛性 ik に比例する仮定すると， 1it + における復元力の仮定値 1( )i aQ + は 
     ( )1i i i ia

Q Q k x+ = + ∆  (16.7) 

となる。式(16.7)を(16.4)に代入すると 
     i i i i im x c x k x f∆ + ∆ + ∆ = ∆�� �  (16.8) 

となる。 
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図16.1　接線剛性
 

式(16.5)・(16.6)・(16.8)を解くと 

     i
i

i

fx
k
∆

∆ =  (16.9) 

     2 2i i
m ck k
t tβ β

= + +
∆ ∆

 (16.10) 

11
2 4 2i i i i
m m cf f c t x x

tβ β β β
⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎧ ⎫

∆ = ∆ + − ∆ − + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ∆⎝ ⎠ ⎩ ⎭⎩ ⎭
�� �  (16.11) 

となる。 

式(16.9)を(16.5)に代入すると， ix∆� が求まる。変位 1ix + と速度 1ix +� は， ix∆ と ix∆�

を増分式(15.10)に代入することによって求まる。すなわち  

1 1,i i i i i ix x x x x x+ += + ∆ = + ∆� � �  (16.12) 

である。 

変位 1ix + が定まったので，復元力 1iQ + ( 1( )i aQ + ではない)は履歴特性から定まる。

この 1iQ + と式(16.12)の速度 1ix +� を式(16.3)に代入すると，加速度 1ix +��  

     ( )1 1 1 1
1

i i i ix f cx Q
m+ + + += − −�� �  (16.13) 

が求まる。 

非線形解析では，このようにして順次に振動状態を計算する。 1/ 4β = とする

と，式(16.5)の 3 項が 0 となるために安定解が得られない場合(特に質量のない

自由度の加速度)がある。その場合， 1/ 3β = にすると安定解を得ることができ

る。 
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16.2 復元力の非線形履歴モデル 

 復元力と変位の関係は，変位が小さい範囲ではほぼ線形に挙動する。しかし，

変位が大きくなると降伏し，明確な履歴ループ(hysterics loop)を描くようにな

る。 

信頼性のある非線形解析を行なうためには，各要素の履歴特性を適切に表現

した非線形履歴モデルを用いる必要がある。それは，種々提案されている。そ

のモデルでは，骨格曲線と履歴特性の規則が定められている。骨格曲線

(skeleton curve)とは，要素を無載荷状態から単調に荷重をプラス方向あるいは

マイナス方向に増加させていった場合に，変位に対して復元力が描く曲線であ

る。ここでは，図 16.2 に示す“動的解析によく用いられる非線形履歴モデル”

である，①バイリニアーモデル(bilinear)，②トリリニアーモデル(trilinear)と

③ランベルグ・オズグッドモデル(Ramberg Osgood)などの共通の履歴規則を説

明する。 

Q

x

ラ ンベル グ・ オズ グッド モデ ル

Q

トリ リニ ア ーモ デ ル

x

Q

x

図16.2　非線形履歴モデルの骨格曲線

バイリ ニア ーモ デ ル

0 0 0

 
 これらのモデルで，履歴特性に関する共通の規則が 2 つある。1 つは，Masing

の規則である。骨格曲線を 

( )Q Q x=  (16.14) 

とすると，図 16.3 に示すように，無載荷状態 (0,0)から単調に復元力を増加さ

せて， ( , )a aA x Q で除荷を開始したとする。その除荷曲線は，骨格曲線OAをち
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ょうど 2 倍だけ間延びした曲線を描いて戻ってくるとする。したがって，その

曲線は，原点に対して Aと点対称な ( , )a aC x Q− − で骨格曲線と交わる。骨格曲

線上の任意の点 ( , )x Q に対応した除荷曲線の点を ( , )x Q とすると，規則から 

     2, 2a ax x Q Q
x Q
− −

= =  

   ,
2 2

a ax x Q Qx Q− −
∴ = =  

となる。この式を式(16.14)に代入すると 

2 2
a aQ Q x xQ− −⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

となる。 xを xに，QをQに変更すると除荷曲線は，下式となる。 

2 2
a aQ Q x xQ− −⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (16.15) 

除荷曲線上の ( ),b bB x Q から再載荷した場合の曲線は，同様に 

2 2
b bQ Q x xQ− −⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (16.16) 

である。 

もう 1 つの履歴特性に関する規則は，除荷曲線や再載荷曲線が骨格曲線と交

わった場合には，それ以降は骨格曲線上を移動するということである。 

x

Q

A

B

0

x

xa

b

C

Q b

-Qa

Q a

-xa

図 16.3　非線形履歴の規則
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16.3 要約 

 非線形動的解析の逐次近似法では，時間区分 1i it t t +< ≤ で，復元力Qが， ix の

接線剛性 ik に比例して増加する仮定して計算する。 
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第 5 部 振動学と“複素数” 
 

 振動を深く学ぼうとする人にとって，複素数の数学的手法は必須である。こ

の部はそのような人のためのものである。物理や数学において，複素数の応用

範囲は極めて広い。振動学のような周期的な関数を扱う学問では，特にその威

力を発揮する。しかし，複素数を“観念上の数”としか認識していない人にと

って，それは理解を混乱させるだけのものでしかない。複素数が“実在する数”

であるという観点から熱心に解説している数学の本が，少数存在する(参考文献

[5.1])。それ等を参考として，振動学への応用の視点から複素数を説明する。 

 

第 17 章 複素数 
 

17.1 複素数とは 

 2 次方程式 

     2 2 5 0x x+ + =  

の解は，公式から 

     1 2 1x = − ± −  

である。 1i ≡ − とおくと 
     1 2x i= − ±  

と表せる。このような数を複素数といい， iを虚数単位とよぶ。 

 複素数の意味を考えるために，以下の簡単な方程式について考えてみよう。 

     2 4x = の解は， 4 2x = ± = ±  (17.1) 

である。しからば，方程式 

     2 4x = −  (17.2) 

では，“ 2 0x ≥ であるので解が存在しない”，それとも“解は 4 2x i= ± − = ± ”

と考えるべきであろうか。また，後者であれば， 2iとはどのような数であろう

か。これを考える前に，“正と負の数”について考えてみよう。 

 3 個のリンゴから 5 個を取り去ったとき，残った個数 N を求める方程式は 
     3 5N = −  (17.3) 

である。標高 3ｍより 5m 低い標高 xm を求める方程式は 
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     3 5x = −  (17.4) 

である。それぞれの方程式の解は 

     2, 2N x= − = −  (17.5) 

である。最終的な答えは，問題の本質を考えて，前者の問題に対しては“元の

個数より多い個数を取り去ることができないので，解なし”，後者の問題に対し

ては“標高は 2m− ”である。 

 以上のことから，“問題を解く”ということは，①方程式を構築する，②方程

式を解く，③その解を評価して目的と合致した答えであるかどうかを判断する，

という 3 つの段階で構成されていることがわかる。“リンゴの問題”における

①と③の段階では， N は正の整数である。それに対して，“標高の問題”にお

ける①と③の段階では，xは実数である。しかし，②の段階では，両問題とも，

見かけ上で未知数の名が異なるが，完全に同じ方程式を解いている。 

 すなわち，次のことが言えるのではないか。方程式を解く段階においては，

未知数は，整数を含んだすべての数すなわち実数を意味している。さらに，“真

のすべての数”とは複素数であるから，方程式の未知数は複素数を意味してい

ると考えるべきではないか。 

 言い換えると，方程式(17.3)あるいは(17.4)の未知数は，自然数(1,2, )の概

念しか持ち合わせていない子供においては自然数であると思い込み，大人でも

複素数に対する認識が不足している場合は実数であると思い込んでいるにすぎ

ない。このような錯覚は，方程式の構築の段階では，通常，実数を対象として

いるからである。したがって，いかなる場合でも，方程式における未知数は，

複素数を意味していると考えるべきである。 

 負の数の幾何学的な意味を考えてみよう。実数は，図 17.1(a)に示す数直線で

表される。正の数 4 と負の数 4− は，原点Oに対して対称な点 A と点 B で表さ

れる。 4 4 ( 1)− = × − であるから，4 に 1− を乗じることは，同図に示すように，4 (点

A)をπだけ回転させて 4−  (点 B)に移動させることを意味している。 

 式(17.2)の解の一つである 2x i= について考えてみよう。式(17.2)を満足する

から 

     2(2 ) (4 ) 4i i i= × × = −  

である。すなわち，4 に iを 2 回乗じることは，4 (点 A)をπだけ回転させて 4− (点
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B)に移動させることを意味する。したがって， 4 に iを 1 回乗じることは，図

17.1(a)に示すように，4 (点 A)をπ/2 だけ回転(時計と逆回りを正とする)させて

4i (点 C)に移動させることである。数直線をπ/2 だけ回転させた縦軸上の数は，

純虚数 bi (b実数)であるので，縦軸を虚軸という。それに対して横軸である数

直線上の数は実数であるので，その軸を実軸とよぶ。両軸で構成された平面を

複素平面という。複素数を取り扱うときには，常に複素平面を描いて考えると

わかりやすい。 

π/2π /2
4i C

A

0

4B-4

数直線(実軸)

π

虚
軸

実軸0

虚
軸

rθ

z
P

(a)数直線，実軸と虚軸 (b)複素平面

図17.1　数直線と複素平面

bi

a

r

 

 複素平面上で，正の実定数 rをθ だけ回転させた数 z (点 P)は，図 17.1(b)か

らわかるように 
     ( )cos sinz r iθ θ= +  

と表せる。このように複素平面上の点として表される数を複素数とよぶ。実数

は，複素数において nθ π= ( nは整数)の特殊な数である。  

 ,a bを実定数とすると，複素数は，一般に 
     z a bi= +  (17.6) 

と表せる。 aと bを実部と虚部とよび，それぞれ Re( )z と Im( )z で表す。2 つの

複素数 ,z a bi w c di= + = + が等しいとは，図 17.1(b)の複素平面からわかるよう

に，実部と虚部がそれぞれ等しい場合である。すなわち 
,z w a c b d= ↔ = =  (17.7) 

である。また，複素数 zが 0 とは，実部と虚部がそれぞれ 0 の場合である。す

なわち 
     0 0, 0z a bi a b= + = ↔ = =  (17.8) 

である。 
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,x yが実変数の場合，複素数 
     z x yi= +  (17.9) 

を複素変数という。 

複素数を極座標すなわち原点からの距離 rと実軸に対する角度θ で表すと 

     ( ) 2 2cos sin , , tan bz r i r a b
a

θ θ θ= + = + =  (17.10) 

となる。これを複素数 zの極形式という。rとθ を，それぞれ複素数 zの絶対値

と偏角とよび，それぞれ記号 z と arg zで表す。 

自然対数の底 eの指数関数 xe をマクローリン級数に展開すると 

     
2

1
1! 2!

x x xe = + + +  

となる。これを純虚数 x iθ= に拡張すると 

     

( ) ( ) ( )2 3 4

2 4 3 5

1
1! 2! 3! 4!

1
2! 4! 3! 5!

i i i iie

i

θ θ θ θθ

θ θ θ θθ

= + + + + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + + + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

となる。最右辺の第 1 項と 2 項は，それぞれ cosθ と sinθ のマクローリン級数

展開であるから 

     cos sinie iθ θ θ= +  (17.11) 

である。これがオイラーの公式である。これを用いると，式(17.10)は，以下の

ように指数で表すことができる。 

     iz re θ=    ( rは正の実定数) (17.12) 

 このように，複素数は 3 つの方法すなわち式(17.6)・(17.10)・(17.12)で表す

ことができる。それぞれ，有益な点があるが，指数で表した式(17.12)のすぐれ

ている点は，微分あるいは積分した場合に形が変わらないことである。 

 

例題 17.a 減衰自由振動の解(斉次解) 

 減衰自由振動の微分方程式(2.15)を再掲すると 

     22 0x h x xω ω+ + =  (a) 

である。複素数を用いて，この方程式を解くことによって，複素数の概念を把

土木/建築技術者のための基礎から学ぶ振動学

civil-eye.com webセミナー 199/251 （株）CRCソリューションズ



竹名 興英 

温留漢    共著 

                              亀岡 裕行 

握しよう。 

式(a)を構築する段階では， xは時間 tに対する実変数である。しかし，方程

式を解く段階では，それは複素変数 zとなる。したがって，式(a)は 

     22 0z h z zω ω+ + =  (b) 

と表せる。 ,h ωは与えられた実定数である。初期条件 
     ( ) ( )0 00 , 0z d z v= =  (c) 

は実定数である。 

 この微分方程式の解を 

     tz Ceλ=  (d) 

と仮定する。 ,C λ は初期条件から定まる複素定数である。式(d)を(b)に代入す

ると 

     ( )2 22 0tC h eτλ ωλ ω+ + =  

となる。 0teλ ≠ より 

     2 22 0hλ ωλ ω+ + =  

である。この 2 次方程式を解くと次式を得る。 

     2 1h hλ ω ω= − ± −  (e) 

 1h ≠ であれば，2 つの独立な基本解 

( ) ( )2 2
2 21 11 1

1 2,
h h t h h th t h t h t h tz e e e z e e e
ω ω ω ωω ω ω ω− + − − − −− − − − −= = = =  (f) 

が得られるので，一般解はそれらを 1 次結合した下式である。 

( )2 21 1
1 2

h t h t h tz e C e C eω ω ω− − − −= +  (g) 

 1h = であるば，1 つの基本解 

1
h tz e ω−=  (h) 

しか得られないので，もう 1 つの独立な基本解を得るために別の工夫が必要で

ある。 

 それでは， 1, 1, 1h h h< > = の 3 つの場合について解を求めてみよう。 

(a) 1h <  

 式(f)は 
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( ) 2
1 2 , 1D Di t i th t

Dz e C e C e hω ωω ω ω−−= + = −  (i) 

と表せる。初期条件が実数であるので，定数を定めるためには，解(i)を実数と

虚数に分離する必要がある。複素定数 1 2,C C を，それらに分離すると 

1 1 1 2 2 2,C c d i C c d i= + = +    ( 1 2 1 2, , ,c c d d は実定数) (j) 

となる。また，指数 ,D Di t i te eω ω− も，オイラーの公式(17.11)によって，実数と虚数

に分離できるので，式(i)は 

( )( ) ( )( ){ }
( ) ( )

( ) ( ){ }

1 1 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

cos sin cos sin

cos sin

cos sin

h t
D D D D

h t
D D

D D

z e c d i t i t c d i t i t

e c c t d d t

i d d t c c t

ω

ω

ω ω ω ω

ω ω

ω ω

−

−

= + + + + −

= + + − +⎡⎣
⎤+ + + − ⎦

 

となる。あらためて 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2, , ,a c c a d d b d d b c c≡ + ≡ − + ≡ + ≡ − とおくと 
( ) ( )1 2 1 2cos sin cos sinh t h t

D D D Dz e a t a t ie b t b tω ωω ω ω ω− −= + + +  (k) 

となる。 

 式(k)に，初期条件 00,t z d= = を代入すると 

1 1 0 1 0 1, , 0a ib d a d b+ = ∴ = =  

である。これらを式(k)に代入すると 

( )0 2 2cos sin sinh t h t
D D Dz e d t a t ib e tω ωω ω ω− −= + +  (l) 

となる。これを微分すると 

( ) ( )0 2 0 2

2 2

cos sin sin cos

sin cos

h t h t
D D D D D D

h t h t
D D D

z h e d t a t e d t a t

ih b e t ib e t

ω ω

ω ω

ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω

− −

− −

= − + + − +

− +
 (m) 

となる。初期条件 00,t z v= = を代入すると 

0 0
0 2 2 0 2 2, , 0D D

D

v h dh d a ib v a bωω ω ω
ω
+

− + + = ∴ = =  

である。 

したがって，解は 

( )1 2cos sinh t
D Dz e a t a tω ω ω−= +  (n) 

0 0
1 0 2,

D

v h da d a ω
ω
+

= =  (o) 

である。2.2 節の複素数を用いない解法と比べられたい。 
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以上，複素数の概念が良くわかるように，ていねいに解いたが，実は，解(n)

は式(k)から直ちにわかる。すなわち，微分方程式(b)の解を 
     z x yi= +    ( ,x yは実変数) (p) 

とおき，これを式(b)に代入すると，線形方程式であるので 

     ( )2 22 2 0x h x x i y h y yω ω ω ω+ + + + + =  

となる。ゆえに 

     

2

2

2 0
2 0

x h x x
y h y y

ω ω

ω ω

⎧ + + =⎪
⎨

+ + =⎪⎩
 (q) 

である。すなわち，複素変数 zの微分方程式(b)の実部あるいは虚部を 0 とおい

た微分方程式は，元の実変数の微分方程式(a)に一致する。したがって，複素微

分方程式(b)の解(n)の実部 xあるいは虚部 yは，最終的に求める一般解である。

注意しなければならないことは， zを実数の範囲に限定して方程式を解くと，

途中で不能となる場合があるので，あくまですべての数すなわち複素数として，

方程式を解く必要がある。 

(b) 1h >  

式(g)の 2 1h − が実数であるので，定数 1 2,C C をまわりくどく複素数と考える

必要がないが，ここではていねいに複素数と考えて，式(j)を(g)に代入すると 

( ) ( )2 2 2 21 1 1 1
1 2 1 2

h t h t h t h t h t h tz x yi e c e c e ie d e d eω ω ω ω ω ω− − − − − − − −= + = + + +  

である。一般解は，実部あるいは虚部であるから 

( ) ( )2 21 1
1 2

h t h t h tx t e a e a eω ω ω− − − −= +  (r) 

である。初期条件に対する特解は割愛する。 

(c) 1h =  

 1 つの基本解(式(h))が，実数であるので，Cは実定数である。したがって，

一般解は 

( ) tx t Ce ω−=  (s) 

と表せる。しかし，完全な一般解を得るには，もう 1 つの基本解が必要である。

それには定数変化法を用いればよい。すなわち，定数Cを時間の関数 ( )u t と考
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えると，式(s)は 

( ) tx t ue ω−=  (t) 

となる。これを 2 回連続して微分すると 

( ) ( )tx t e u uω ω−= −  (u) 

( ) ( )22tx t e u u uω ω ω−= − +  (v) 

となる。式(t)・(u)・(v)を(a)に代入し， 1h = を考えると 

( ) ( ){ }2 2 22 2 2 0t te u u u u u u e uω ωω ω ω ω ω− −− + + − + = =  

0u∴ =  

である。これを 2 回連続して積分すると 

1 2u a t a= +  

となる。これを式(t)に代入すると，完全な一般解 
( ) ( )1 2

tx t a t a e ω−= +  (w) 

を得る。初期条件に対する特解は割愛する。 

 

17.2 複素数の性質と公式 

（１） 和と差 

 2 つの複素数 ,z a bi w c di= + = + の和と差は，図 17.2(a)に示すように，ベク

トルと同様に，それぞれ 
     ( ) ( ) ( ) ( ),z w a c b d i z w a c b d i+ = + + + − = − + −  (17.13) 

である。 

（２） 積と商 

 2 つの複素数 ,z a bi w c di= + = + の積と商は，それぞれ 
     ( )( ) ( ) ( )zw a bi c di ac bd bc da i= + + = − + +  (17.14) 

     
( )( )
( )( ) 2 2 2 2

a bi c diz a bi ac bd bc da i
w c di c di c di c d c d

+ −+ + −
= = = +

+ + − + +
 (17.15) 

である。 

複素数の最大の特徴は，積(すなわち商)の性質にある。それを理解するため

には，指数表示がわかりやすい。 ,α β を実定数とすると，2 つの複素数 
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( )
( )
cos sin

cos sin

i

i

z a i ae

w b i be

α

β

α α

β β

⎧ = + =⎪
⎨

= + =⎪⎩
   ( ,a bは正の実定数) (17.16) 

の積は 
     ( ) ( ) ( ){ }cos sinii izw ae be abe ab iα βα β α β α β+= ⋅ = = + + +  (17.17) 

である。すなわち，図 17.2(b)に示すように，積 zwの絶対値は zと wの絶対値

の積で，積の偏角 arg zwは arg zと argwを足し合わせたものである。 
     , arg arg argzw z w zw z w= = +  (17.18) 

なお，2 つの複素数の商 /z w  
     ( ) ( ) ( ){ }cos sinii iz w ae be abe ab iα βα β α β α β−= = = − + −  (17.19) 

     , arg arg argz w z w z w z w= = −  (17.20) 

である。 

0 実軸

虚軸

z

w

z+w

-w

z-w
w｜｜

z｜
｜

z+
w｜

｜z-w
｜

｜

実軸

虚軸

1-1

i

-i

0

t

eit

図 17.2　複素数の性質

0 実軸

虚軸

zw=abe
i(α+β)

｜

iβ
w=be

z=aeiα

｜｜z｜zw

｜
w｜ β

α

α

実軸0

r

bi z

z-bi ￣

θ

-θ

z+z=2a￣a

虚軸

(a)複素数の和・差と絶対値 (b)複素数の積

(c)e　は周期関数it (d)共役複素数

 

（３） ２つの複素数の和と差の絶対値 

 2 つの複素数 ,z wの和と差の絶対値は，式(17.13)より 
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     ( ) ( )2 2z w a b a b± = ± + ±  (17.21) 

である。 

（４） 複素数の指数関数 eit の周期性 

 複素数の指数関数 ie θ の割り算･掛け算は，実数の指数関数 xe と同様に計算し

てよい。 

時間 tの指数関数 

     cos sinitz e t i t= = +  (17.22) 

の絶対値は 

     2 2cos sin 1itz e t t= = + =  (17.23) 

であるから，図 17.2(c)に示すように， ite は，複素平面上で原点を中心とした

半径 1 の円を描いて速度1rad s で回転する。2 radπ で元に戻るから周期は 2 sπ で

ある。同様に，複素変数 

     cos sin i tz t i t e ωω ω= + =   (ωは実定数) (17.24) 

は，複素平面上で原点を中心として半径 1 の円を描いて速度 rad sω で回転し，

周期は 2 / sπ ω である。 

したがって，複素変数 

     ( )cos sin i tz r t i t re ωω ω= + =   ( rは正の実定数) (17.25) 

は，複素平面上で原点を中心として半径 rの円を描いて速度 rad sω で回転し，

周期は 2 / sπ ω である。 

（４） 共役複素数 

図 17.2(d)に示すように，複素数 z a bi= + の実軸に対称な複素数 a bi− を共役

複素数とよび，記号 z で表す。共役複素数の和 
( ) ( )2 2 Re 2 Rez z a z z+ = = =  (17.26) 

は，実数で，共役複素数の実部の 2 倍である。後述する複素フーリエはこれを

技巧的に利用している。また，共役複素数の積 

( )( ) 2 22 2z z a bi a bi a b z z⋅ = + − = + = =  (17.27) 

も実数で，共役複素数の絶対値の 2 乗と一致する。 
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 例題 17.b 周期複素変数 eiωtの共役複素数の動き 

 円振動数ωの周期複素変数 i tz e ω= の共役複素変数 z の動きを調べよう。 

 cos sini tz e t i tω ω ω= = + であるから，共役複素変数は 

( ) ( )cos sin cos sin i tz t i t t i t e ωω ω ω ω −= − = − + − =  (a) 

である。したがって，共役複素変数 z は，図 17.a に示すように， zと全く逆方

向すなわち実軸に対称に回転する。 

実軸

1-1

-i

0

虚軸 i
i
ω

t

-
i
ω

t

iωtz=e

z=e-iωt￣

図17.a　周期複素変数と共役複素変数の関係

 

 

17.3 複素変位と複素振幅 

0 実軸

虚軸

iθ

θ

i(ωt+θ)

iω
t

z=Ae C=Ae

(a)複素変位

0 実軸

虚軸

iθ

θ

iωt

iω
tθ

e
z=Ce

iωt

(b)複素変位と複素振幅の関係

C=Ae

図17.3　複素変位と複素振幅
 

 図 17.3(a)に示すように，複素平面において，時刻 0t = の位置が複素定数 
     ( )cos siniC Ae A iθ θ θ= = +  (17.28) 

で表される点が，原点を中心に円振動数ωで円運動する場合，時刻 tにおける

位置は 
     ( ) ( ) ( ) ( ){ }cos sini tz t Ae A t i tω θ ω θ ω θ+= = + + +  (17.29) 
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と表すことができる。 

この複素変数の実部と虚部は，それぞれ 
     ( ) ( ) ( ) ( )Re cos , Im sinz A t z A tω θ ω θ= + = +  (17.30) 

である。すなわち，それぞれが，振幅 A・円振動数ω・初期位相θ の， cos お

よび sin の調和振動である。 ( )z t を複素変位とよぶ。 

式(17.29)に(17.28)を代入すると 
     ( ) i i t i tz t Ae e Ceθ ω ω= =  (17.31) 

となる。すなわち，複素変位 ( )z t は，図 17.3(b)に示すように，複素定数Cと複

素変数 i te ω の積として表される。Cは，調和振動の振幅と初期位相の情報が含

まれている。すなわち，Cの絶対値と偏角は，それぞれ調和振動の振幅 Aと初

期位相θ を意味している。Cを複素振幅(complex amplitude)という。 

したがって，一般の調和振動は，複素変位としてとらえることができる。振

動解析で，調和振動を複素変位に置き換えて解析するメリットは，①計算が容

易になる，たとえば，指数関数で表すことができるので，微分方程式を解くた

めに大変に都合がよい，なぜならば，何回微分しても形が変わらないからであ

る，②解析結果を複素平面に表すことができるので，具体的にそれを認識でき

る。ただし，複素変位を用いた解析では，技巧的な面があるので，次の例題で

その点を理解しよう。 

 

例題 17.c 調和外力による減衰強制振動の定常解 

 複素変位を用いて，調和外力による減衰強制振動の定常解(定常振動)を求め

てみよう。その運動方程式(3.11)を再掲すると 

     2 02 sin
F

x h x x pt
m

ω ω+ + =    ( xは実変数) (a) 

である。複素数の性質を利用するために，まず，次のような微分方程式 

     2 02 cos
F

y h y y pt
m

ω ω+ + =    ( yは実変数) (b) 

を考える。式(b)+ i× (a)は 

( ) ( )2 2 02 2 cos sinFy h y y i x h x x pt i pt
m

ω ω ω ω+ + + + + = +  
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である。複素変数 z y xi≡ + とおき，オイラーの公式から，この式は 

     2 02 iptFz h z z e
m

ω ω+ + =  (c) 

となる。すなわち，複素方程式(c)の複素解 zの虚部 xが，式(a)の解であり，右

辺の調和外力が複素変位に置き換えられている。また，複素振幅 0 /F mが実数

であるのは，初期位相が 0 のためである。 

式(c)の定常解を調和外力の円振動数 pと同じ振動数の複素変位 

     iptz Ce=    (Cは複素振幅) (d) 

と仮定し，式(c)に代入すると 

     ( ) ( )2 2 02ipt ipt ipt iptF
C p e h C ipe Ce e

m
ω ω− + + =  

となる。 r p ω= とおくと，Cは， /k mω = より  

( ) ( )

2
0 0 0

22 2 2

1 1 1
2 1 21 2

F F FC
p h pi m m r hri kp h p i

ω
ω ω ω ω

= ⋅ = ⋅ = ⋅
− + − +− +

 (e) 

( )( ) { }
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

22 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2 2

22 2 2

1 2 1 2
1 2 1 2 1 4

1 1 4 2 1 4

1 4

s s

s

r hri r hriC
r hri r hri r h r

r r h r i hr r h r

r h r

δ δ

δ

− − − −
∴ = =

− + − − − +

− − + + − − +
=

− +

 

{ } { }2 22 2 2 2 2 2

cos sin

1 4 1 4

i is
s

iC e Ae
r h r r h r

θ θδθ θ δ+
∴ = = =

− + − +  (f) 

{ }22 2 2
,

1 4

s
s
F A
k r h r

δδ = =
− +  (g) 

{ } { }

2

2 22 2 2 2 2 2

1 2cos , sin
1 4 1 4

r hr

r h r r h r
θ θ− −
= =

− + − +  (h) 

である。 

 式(f)を(d)に代入すると 
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     ( ) ( ) ( ){ }cos sini pti iptz Ae e Ae A pt i ptθθ θ θ+= = = + + +   (i) 

である。最終的に求める一般解は，式(i)の虚部をとり 
     ( ) ( )sinx t A pt θ= +  (j) 

である。複素数を用いない解法(3.2 節)に比べて，解が簡単に求まることがわか

る。 

 振幅が 1 である調和外力 ipte に対する定常振動の複素振幅 Cは，伝達関数

(transfer function)とよばれる。それは，式(e)で 0 1F = を代入した 

( )
( ) ( )2 2

1 1 1 1
1 2 1 2

H ip
k kr hri p h p iω ω

= ⋅ = ⋅
− + − +  (k) 

である。伝達関数は，単位調和外力 ipte に対する応答複素変位の振幅と位相の情

報が含まれている。すなわち，それぞれ，絶対値 ( )H ip と偏角 ( )argH ip であ

る。多自由度系の伝達関数は，単位調和地盤加速度 ipt
gz e= に対する各節点の応

答複素変位である。したがって，それは各節点で異なる。 

 

第 5 部の参考文献 

[5.1] 表実，(2000)，“キーポイント複素関数”，岩波書店。  

[5.2] 表実，(2001)，“複素関数”，岩波書店。 

[5.3] 松平精，(1973)，“基礎振動学”，現代工学社． 

[5.4] 寺沢徳雄，(2000)，“振動と波動”，岩波書店。 

[5.5] 矢野健太郎・石原繁，(1994)，“線形代数”，裳華房。 

[5.6] 和達三樹，(2000)，“物理のための数学”，岩波書店。 

[5.7] 柴田明徳，(2000)，“最新耐震構造解析”，森北出版株式会社。 

[5.8] 矢嶋信男，(2000)，“常微分方程式”，岩波書店。 

土木/建築技術者のための基礎から学ぶ振動学

civil-eye.com webセミナー 209/251 （株）CRCソリューションズ



竹名 興英 

温留漢    共著 

                              亀岡 裕行       

第 6 部 振動学と“フーリエ解析” 
 

 フーリエ解析とは，ある関数を調和関数成分に分解し，それらの各成分の振

動数と初期位相を求めることをいう。フーリエ解析で実務で最も用いられてい

るのが，フーリエ･スペクトルである。これは非周期離散データのフーリエ変換

である。これを正確に理解するには，①区分的に連続な周期関数(以降，周期関

数)のフーリエ級数･フーリエ係数，②区分的に連続な非周期関数(以降，非周期

関数)のフーリエ積分･フーリエ変換，③周期離散データのフーリエ級数･フーリ

エ係数，および④非周期的離散データのフーリエ積分･フーリエ変換，の順で学

ぶ必要がある。なお，“区分的に連続”とは，関数が有限の不連続点を除いて連

続で，不連続点の前後で極限値が存在することをいう。 

フーリエ・スペクトルは，数学の本ではあまり記載されていない。振動学の

本では，フーリエ変換についてわかりやすい解説がほとんどなされていない。

特に，離散データのフーリエ変換は，特有な問題があるにもかかわらず，解説

した本が非常に少ない。そのために，それらを学ぼうとする人は大変苦労する。

そこで，この本では，それらの解説にかなり紙面を割いた。しかし，フーリエ

解析の入門者は，一度にすべてを読破することは大変で，また②まででフーリ

エ･スペクトルあるいはフーリエ変換の概念を十分把握できると思われるので，

まず①と②をしっかりと理解し，③と④は後日に読んだ方がよいかもしれない。  

 この部では，まず，“周期関数のフーリエ係数・フーリエ級数”について，そ

の概念を理解しやすいように，実数を用いて説明する。つぎに複素数を用いて

それを説明する。それ以降の説明は，すべて複素数を用いる。なぜならば，複

素数を用いた方が，式が簡略になり見通しよくなるからである。 

 

第 18 章 フーリエ解析 
 

18.1 周期関数の実フーリエ係数・実フーリエ級数 

図 18.1 に示す時間 tの関数 ( )f t が，周期Tの周期関数であるとは 
( ) ( )f t T f t+ =  (18.1) 

が t−∞ < < ∞で成り立つことである。その場合，以下のように，“周期関数の円
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振動数 2 Tω π= の正の整数倍”を円振動数とする調和振動成分に分解，すなわ

ち無限三角級数に展開できる。 
( ) ( ) ( )0 1 1 2 2cos cos 2f t A A t A tω θ ω θ= + + + + +"  (18.2) 

ここで， 0A は定数， 1 2, ,A A "と 1 2, ,θ θ "は，各調和振動成分の振幅と初期位相

である。この実数の無限級数を実フーリエ級数という。なお，周期関数の独立

変数は，時間である必要がないが，話を簡単にするために，ここでは時間とす

る。 

f(t)

T TT

ｔ

図18.1　周期関数
 

（１） 周期 2πの関数の実フーリエ級数・実フーリエ係数 

 周期 2πの関数 ( )f t が，区間 [ ],π π− で定義されているとする。周期Tを 2π

にするのは，振動数 2 / 1rad/sTω π= = となり，式が単純になるからである。ま

た，定義区間を原点に対して対称にしたのは，計算に便利であるからである。

これらのことは，変数変換によって，任意の周期および定義区間に置換できる

ので，一般性が失われていない。 

この関数は，フーリエ級数に展開できる。すなわち 

( ) ( )0

1
cos sin

2 n n
n

af t a nt b nt
∞

=

= + +∑  (18.3) 

( ) ( ) ( )1 1cos , sin 0,1, 2,n na f t ntdt b f t ntdt n
π π

π ππ π− −
= = =∫ ∫ "  (18.4) 

あるいは 

( ) ( )0

1
cos

2 n n
n

af t A nt θ
∞

=

= + +∑  (18.5) 

2 2
n n nA a b= +  ( n次振動成分の振幅) (18.6) 
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2 2 2 2
cos , sinn n

n n

n n n n

a b
a b a b

θ θ −
= =

+ +
 ( nθ は n次振動成分の初期位相) (18.7) 

である。 0 1 1 2, , , , ,a a b b" "を実フーリエ係数という。定数の項 0 / 2a は平均値を

意味している。 1 1cos( )A t θ+ を基本振動成分 (1 次振動成分 )という。また，

cos( )n nA nt θ+ を n 次振動成分といい，基本振動の n倍の振動数の振動成分を表

している。 

n次振動成分 cos( )n nA nt θ+ は， 00, 0n θ= = とおくと 
( )cosn n nA nt Aθ+ =  

定数となる。すなわち，定数項 0 / 2a は，振動数 0(周期無限大)あるいは 0 次の

振動成分(振幅)と考えることができる。その初期位相は 0 である。紛らわしい

が，定数項が1 2になっているのは，単にフーリエ係数をきれいに表現するた

めで，習慣的なものである。0 次振動成分が cos で表現されるので，式(18.5)

において，他の振動成分も cos で表現される必要がある。なぜならば，それぞ

れの振動成分が cos あるいは sin でまちまちに表現されたら，初期位相の意味が

混乱してしまうからである。 

 

 ここで，式(18.4)を証明するために有効な三角関数系の直交性を説明しよう。

三角関数系とは 
     { }1, cos , sin , cos2 , sin 2 ,t t t t "  (18.8) 

をいう。三角関数系の直交性とは 

( ) ( )
2 2

1 cos 0, 1 sin 0, sin cos 0

cos cos 0 , sin sin 0

1 1 2 , cos , sin

ntdt ntdt nt mtdt

nt mtdt n m nt mtdt n m

dt ntdt ntdt

π π π

π π π

π π

π π

π π π

π π π
π π π

− − −

− −

− − −

⎧ ⋅ = ⋅ = =⎪
⎪

= ≠ = ≠⎨
⎪
⎪ ⋅ = = =
⎩

∫ ∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫ ∫

 (18.9) 

式(18.9)の第 1 行と第 2 行のように，相異なる関数の積の積分が，0 となるこ

とをいう。この直交性があるから，フーリエ係数が簡単な形で表わせるのであ

る。直交性とよばれるゆえんは，“2 つベクトルの内積が 0 の場合，それらのベ

クトルは直交する”ことからきている。式(18.9)の証明は容易であるので割愛

する。 

 

土木/建築技術者のための基礎から学ぶ振動学

civil-eye.com webセミナー 212/251 （株）CRCソリューションズ



竹名 興英 

温留漢    共著 

                              亀岡 裕行       

 さて式(18.4)を証明しよう。式(18.3)に 1 を乗じて， π π− ∼ 間を積分すると 

( ) ( )0

1

1 1 1 cos 1 sin
2 n n

n

af t dt dt a ntdt b ntdt
π π π π

π π π π

∞

− − − −
=

⋅ = + ⋅ + ⋅∑∫ ∫ ∫ ∫  

となる。右辺の第 2 項は，直交性から 0 となるので 

( ) ( )0 0
1,f t dt a a f t dt

π π

π π
π

π− −
= ∴ =∫ ∫  

となる。式(18.3)に cosmtを乗じて， π π− ∼ 間を積分すると 

( ) ( )0

1
cos 1 cos cos cos sin cos

2 n n
n

af t mdt mdt a nt mtdt b nt mtdt
π π π π

π π π π

∞

− − − −
=

= ⋅ + +∑∫ ∫ ∫ ∫  

となる。直交性から，右辺の“第 1 項” と“第 2 項の 2cosm ma mtdt a
π

π
π

−
=∫ 以

外”は 0 となるので 

( ) ( )1cos , cosm mf t mdt a a f t mdt
π π

π π
π

π− −
= ∴ =∫ ∫  

となる。 mは nに交換できるから，式(18.3)の第 1 式が証明された。式(18.4)

の第 2 式は，式(18.3)に sinmtを乗じることによって，同様に証明することが

できる。 

 

 例題 18.a 実フーリエ係数，実フーリエ級数，実フーリエ級数の部分和とフ

ーリエ・スペクトル 

 簡単な周期関数について，5 次までのフーリエ係数，フーリエ級数の部分和

とフーリエ・スペクトルを求めてみよう。  

（１） 図 18.a(1)(a)に示す周期関数 

( )
( )
( )

0 0

0

t
f t

t

π

π π

− ≤ <⎧⎪= ⎨
≤ <⎪⎩

 (a) 

のフーリエ係数 na と nb は式(18.4)より 

( ) [ ]0 00

1 1a f t dt dt t
π π π

π
π π

π π−
= = = =∫ ∫  

     ( ) 00

1 1 1cos cos sin 0na f t ntdt ntdt nt
n

π π π

π
π

π π−
= = = =∫ ∫  
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( )

( )
( )

00

1 1 1sin sin cos

2 2 1

0 2

nb f t ntdt ntdt nt
n

n n k

n k

π π π

π
π

π π−
= = = −

= −⎧⎪= ⎨
=⎪⎩

∫ ∫
 

である。振動成分の振幅すなわちフーリエ振幅は 

     
( )
( )

2 2 2
2 2 1

0
0 2n n n n n

n n k
A a b b b

n k

= −⎧⎪= + = + = = ⎨
=⎪⎩

 

である。したがって，フーリエ級数展開は 

( ) 2 22sin sin 3 sin 5
2 3 5

f t t t tπ
= + + + +"  

である。前記したように，各調和振動成分を比較するには， cos で表現する必

要があるから 

( ) { }cos 0 0 2cos 1
2 2

2 2cos 3 cos 5
3 2 5 2

f t t t

t t

π π

π π

⎧ ⎫⎛ ⎞= ⋅ + + ⋅ + −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − + + − +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

"
 (b) 

である。図 18.a(1)(b)に，5 次振動成分すなわち 5n = までの部分和 ˆ ( )f t を示し

た。 

（２） 図 18.a(2)(a)に示す周期関数 ( )g t  

( )
( )
( )

0

0

t t
g t

t t

π π

π π

+ − ≤ <⎧⎪= ⎨
− ≤ <⎪⎩

 (c) 

と cosntは，偶関数(縦軸に対して線対称)であるので，その積 ( ) cosg t ntも偶関

数である。したがって， ( )cosg t ntの π π− ∼ 間の積分は， 0 π∼ までの積分を 2

倍すればよい。フーリエ係数 na は式(18.4)より 

( ) ( )
2 2

0 0 0
0

2 2 2 2
2 2
ta f t dt t dt t

π
π π ππ π π

π π π π
⎡ ⎤

= = − = − = ⋅ =⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫  

     ( ) ( )
0 0

2 2cos cosna f t ntdt t ntdt
π π

π
π π

= = −∫ ∫  

である。これに対して，部分積分法を用いると 

土木/建築技術者のための基礎から学ぶ振動学

civil-eye.com webセミナー 214/251 （株）CRCソリューションズ



竹名 興英 

温留漢    共著 

                              亀岡 裕行       

     
( )

( )

0
0

2

0

2 2sin sin

4 2 12 1 cos
0 2

n
ta nt ntdt

n n

n k
nnt

n n n k

π
π

π

π
π π

π
π

−⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ = −⎪⎡ ⎤= − = ⎨⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪ =⎩

∫
 

である。 ( )g t と sin ntは，それぞれ偶関数と奇関数(原点に対して点対称)である

ので，その積 ( )sinf t ntは奇関数である。ゆえに， ( )sing t ntの π π− ∼ 間の積分

は 0 となるので， nb は式(18.4)より 0 である。また，フーリエ振幅 nA は， 0nb =

であるから na に等しい。したがって，フーリエ級数は 

( ) 4 4 4cos cos3 cos5
9 25

g t t t t
π π π

= + + +" (d) 

である。図 18.a(2)(b)に，5 次振動成分すなわち 5n = までの部分和 ˆ ( )g t を示し

た。 

図 18.a(1)(b)と図 18.a(2)(b)を比較すると，滑らかな関数の方が，フーリエ級

数の収束性が速いことがわかる。 

2 つの例題の 1 次，3 次と 5 次の調和振動成分を，図 18.a(3)(a)に示した。な

お 2 次と 4 次の振動成分は 0 である。図 18.a(3)(b)に， n次の振動成分の円振

動数 n nω = に対する振幅 nA の関係を示した。これをフーリエ振幅スペクトル

(Fourier amplitude spectrum)という。フーリエ振幅の大きい振動成分の周期

を卓越周期(predominant period)とよぶ。初期位相のスペクトルをフーリエ位

相スペクトル(Fourier phase spectrum)という。例題 18(1)の 0 次と 1 次以上の

振動成分の初期位相は，式(b)よりそれぞれ 0 と / 2π− である。例題(2)の振動成

分の初期位相はすべて 0 である。周期関数のスペクトルは線スペクトルである。 

周期関数 ( )f t と ( )g t は，周期T，最大値，最小値および平均値が等しい。図

18.a(3)(a)と 18a(3)(b)と比べるとわかるように，① ( )g t のように穏やかに変化

する周期関数は，低次の振動成分が大半を占める，②逆に，鋭く大きい谷と山

が多く含まれる場合は，高次の振動成分まで振幅が大きい，③ ( )f t のように最

大値あるいは最小値の継続時間の長い方が振動成分の振幅が大きい (図

18.a(3)(a)と(b)の ( )f t と ( )g t のそれぞれの 1 次振動成分を比較)。 
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＾
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（１）　f(t)=0(-π≦t＜0),f(t)=π(0≦t＜π )

（２）　g(t)=t+π (-π≦t＜0),g(t)=-t+π(0≦t＜π )

（３）　f(t)とg(t)のフーリエ解析の比較

π

-π

1次
2次

3次

(a)5次までの調和振動成分

図18.a　フーリエ級数の部分和，調和振動成分とフーリエ・スペクトル

 

フーリエ解析は，振動数 (周波数 )に対する解析であるので，周波数領域

(frequency domain)の解析とよばれる。それに対して，通常の時間に対する解

析を時間領域(time domain)の解析という。元の周期関数とフーリエ係数は，完

全に 1 対 1 に対応する。すなわち，フーリエ係数からフーリエ級数によって元
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の周期関数を逆に求めることができる。 

（２） 一般の周期 T の関数の実フーリエ級数・実フーリエ係数 

 周期Tの関数 ( )f t が，区間 [ ]/ 2, / 2T T− あるいは [ ]0,T で定義されているとす

る。(1)項の周期 2π を T に置き換えて，積分区間 [ ],π π− を [ ]/ 2, / 2T T− あるい

は [ ]0,T にすればよいから，フーリエ級数とフーリエ係数は，式(18.3)・(18.4)

より 

( ) ( )0

1

2cos sin ,
2 n n

n

af t a n t b n t
T
πω ω ω

∞

=

= + + =∑  (18.10) 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2

2 2cos , sin 0,1,
T T

n nT T
a f t n tdt b f t n tdt n

T T
ω ω

− −
= = =∫ ∫ "  (18.11) 

あるいは 

( ) ( ) ( )
0 0

2 2cos , sin 0,1,
T T

n na f t n tdt b f t n tdt n
T T

ω ω= = =∫ ∫ "  (18.12) 

である。 

 

18.2 周期関数の複素フーリエ係数・複素フーリエ級数 

 区間 [ ]/ 2, / 2T T− で定義される周期 T の関数 ( )f t の実フーリエ級数 (式

(18.10))を複素数で表示することを考える。オイラーの公式(式(17.11))  
     cos sin , cos sinin t in te n t i n t e n t i n tω ωω ω ω ω−= + = −  (18.13) 

を cos , sinn t n tω ω について解くと 

     cos , sin
2 2

in t in t in t in te e ie ien t n t
ω ω ω ω

ω ω
− −+ −

= = −  (18.14) 

となる。これを式(18.10)に代入すると 

     ( ) 0

12 2 2

in t in t in t in t

n n
n

a e e ie ief t a b
ω ω ω ω− −∞

=

⎛ ⎞+ −
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

   ( ) ( ) ( )0

1 1

1 1
2 2 2

in t in t
n n n n

n n

af t a b i e a b i eω ω
∞ ∞

−

= =

∴ = + + + −∑ ∑  (18.15) 

となる。 

ここで，複素フーリエ係数 nc  
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     ( )1
2n n nc a b i≡ −  (18.16) 

を導入する。これに式(18.11)を代入すると 

( ) ( )( )
2

2

1 1 cos sin
2

T

n n n T
c a b i f t n t i n t dt

T
ω ω

−
= − = −∫  (18.17) 

( )
2

2

1 T in t
n T
c f t e dt

T
ω−

−
∴ = ∫  (18.18) 

となる。 

式(18.16)を(18.15)に代入すると，(18.15) の右辺の第 3 項は 

( )
1 1

1
2

in t in t
n n n

n n

a b i e c eω ω
∞ ∞

= =

− =∑ ∑  (18.19) 

となる。式(18.15)の右辺の第 1 項は， n N= − とおくと 

     ( ) ( )
1 1

1 1
2 2

in t iN t
n n N N

n N
a b i e a b i eω ω

∞ −∞
−

− −
= =−

+ = +∑ ∑  (18.20) 

となる。フーリエ係数 ,N Na b− − は，式(18.11)より 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2

2 2cos cos
T T

N NT T
a f t N t dt f t N tdt a

T T
ω ω− − −

= − = =∫ ∫  (18.21) 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2

2 2sin sin
T T

N NT T
b f t N t dt f t N tdt b

T T
ω ω− − −

= − = − = −∫ ∫  (18.22) 

である。これらを式(18.20)の右辺に代入すると 

     ( ) ( )
1 1

1 1
2 2

in t iN t
n n N N

n N
a b i e a b i eω ω

∞ −∞
−

= =−

+ = −∑ ∑  

( )
1 1

1
2

in t iN t
n n N

n N

a b i e c eω ω
∞ −∞

−

= =−

∴ + =∑ ∑  

となる。右辺の N を nに変えると下式となる。 

( )
1 1

1
2

in t in t
n n n

n n

a b i e c eω ω
∞ −∞

−

= =−

+ =∑ ∑  (18.23) 

 0n = のフーリエ係数 nb は，式(18.12)から 0nb = である。また， 0 1i te ω = であ

るから，式(18.15)の右辺の第 2 項は 
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0 00 0 0
02 2

i t i ta a b i e c eω ω−
= =  (18.24) 

と表わせる。 

 式(18.19)・(18.23)・(18.24)を(18.15)に代入すると 

( ) 0
0

1 1

i t in t
n n

n n
f t c c e c eω ω

−∞ ∞

=− =

= + +∑ ∑  

( ) ( )
2

2

1,
Tin t in t

n n T
n

f t c e c f t e dt
T

ω ω
∞

−

−
=−∞

∴ = =∑ ∫  (18.25) 

となる。これらが複素フーリエ級数と複素フーリエ係数である。 

区間 [ ]0,T で定義される周期関数の場合は，複素フーリエ係数は 

( )
0

1 T in t
nc f t e dt
T

ω−= ∫  (18.26) 

である。 

 複素平面において，複素フーリエ級数のm次の項 im t
m mz c e ω= と複素フーリエ

係数 mc の幾何学的意味を考えてみよう。ただし 0m ≥ とする。実フーリエ級数

のm次の項は，式(18.5)・(18.6)・(18.7)より 
( )cos sin cosm m m m mx a m t b m t A m tω ω ω θ= + = +  (18.27) 

2 2 , cos , sinm m
m m m

m m

a bA a b
A A

θ θ= + = = −  (18.28) 

である。  

複素フーリエ級数のm次の項は，式(18.25)の第 1 式より 
im t

m mz c e ω=  (18.29) 

である。複素フーリエ係数の式(18.16)に(18.28)を代入すると 

( ) { }1 1 1cos sin
2 2 2

mi
m m m m m m mc a b i A i A e θθ θ= − = + =  (18.30) 

となる。すなわち，複素フーリエ級数の項 mz と複素フーリエ係数 mc はそれぞれ

複素変位と複素振幅である。 

複素フーリエ級数の m− 次の項は，，式(18.25)の第 1 式より 
im t

m mz c e ω−
− −=  (18.31) 

である。複素フーリエ係数は，式(18.21)・(18.22)より 
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( ) ( ) { }

( ) ( ){ }

1 1 1 cos sin
2 2 2
1 1cos sin
2 2

m

m m m m m m m m

i
m m m m

c a b i a b i A i

A i A e θ

θ θ

θ θ

− − −

−

= − = + = −

= − + − =
 (18.32) 

である。 

式(18.29)と(18.31)にそれぞれ(18.30)と(18.32)を代入すると 

( )1 1
2 2

mm i m ti im t
m m mz A e e A e ω θθ ω += ⋅ =  

( ) ( ){ }1 cos sin
2m m m mz A m t i m tω θ ω θ∴ = + + +  (18.33) 

( )1 1
2 2

mm i m ti im t
m m mz A e e A e ω θθ ω − +− −

− = ⋅ =  

( ) ( ){ }

( ){ } ( ){ }

1 cos sin
2
1 cos sin
2

m m m m

m m m

z A m t i m t

A m t i m t

ω θ ω θ

ω θ ω θ

−∴ = + − +

⎡ ⎤= − + − + − + −⎣ ⎦

 (18.34) 

となる。すなわち，複素フーリエ級数の m次の項 mz と m− 次の項 mz− は，共役

複素数の関係にある。それらを合計 

( )cosm m m m mz z A m t xω θ−+ = + =  (18.35) 

は実フーリエ級数のm次の項・式(18.27)と一致する。 

-mω t

虚軸

mω
t

zm

z -m

実軸

mA 
/2 mAm-A

mx

図 18.2　複素フーリエと実フーリエの複素平面上の関係

θ
m

m
-
θ

-mc

cm

 

 図 18.2 は，複素フーリエ級数のm次の項 mz ， m− 次の項 mz− と実フーリエ級

数のm次の項 mx を複素平面に描いた図である。図に示すように， mz と mz− は，
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円振動数ω・半径 mA で，それぞれ初期位相θ と θ− から正方向と負方向に原点

を中心として回転する。それらに対応して， m m mx z z−= + は，実軸上の [ ],m mA A−

の範囲を調和振動している。複素フーリエ級数のよう誘導からわかるように，

共役複素数関係にある ,m mz z− は， mx から分離したものであり，常に一体なもの

である。以上の関係を理解していれば，実フーリエより複素フーリエの方が，

解析上ではるかに便利である。 

 

 例題 18.b 複素フーリエ係数，複素フーリエ級数とフーリエ・スペクトル 

例題 18.a(1)(図 18(1)(a))について複素数を用いて解いてみよう。複素フーリ

エ係数 nc は式(18.25)より 

( ) [ ]
2

0 02 0

1 1 1
2 2 2

T

T
c f t dt dt t

T
π π ππ

π−
= = = =∫ ∫  

( ) ( )2

02 0

1 1 1 1
2 2 2

T -int -int -int -in
n T

ic f t e dt e dt e e
T ni n

π π ππ
π−

= = = − = −∫ ∫

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )
( )

2

2

1 cos 2 sin 2 1 2 1 0

1 cos 2 sin 2 1 2 1 0

0 2

i

i
n

n i n e n ki
nc n i n e n k

n k

π

π

π π

π π −

⎧ ⎧ − + = − = − <⎪⎪− = ⎨⎪∴ = − + − = = − >⎨ ⎪⎩
⎪

=⎪⎩

 

である。したがって，複素フーリエ級数展開は 

( ) 2 3 2 2 2 31 1
3 2 3

ti ti ti tif t e e e e e e e eπ π π ππ− − − −= + + + + + +" "  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 2 3 21 1
3 2 3

i t i t i t i tf t e e e eπ π π ππ− + − + − −∴ = + + + + + +" "  (a) 

である。複素フーリエ係数の絶対値と偏角すなわち振動成分の振幅と位相は 

( )

( )
0

1 2 1
,

2
0 2

n

n k
nc c

n k

π
⎧ = −⎪= = ⎨
⎪ =⎩

 

( )
( )0

2 0
arg 0, arg

2 0n

n
c c

n

π

π

<⎧⎪= = ⎨
− >⎪⎩

 

である。 
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 図 18.b(a)に，複素フーリエ振幅スペクトルと複素フーリエ位相スペクトル

を示す。それぞれ縦軸と原点に対して線対称である。“共役複素数関係にある

複素振動成分 , ( 0)n nz z n− > を足し合わせた，すなわち実振動成分 nx ”の振幅 nA

と位相 ( )nθ− のスペクトルを図 18.b(b)に示した。図からわかるように 
( )

( )
0 0 , 2 1,2,

arg 0,1,2,
n n

n n

A c A c n

c nθ

= = =

= =

"

"
 

である。 
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図18.b　振動成分とフーリエ・スペクトル

 
18.3 非周期関数のフーリエ変換・フーリエ積分 
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 図 18.3(a)に示すような非周期関数 ( )f t の周波数特性すなわちフーリエ変換

を考えよう。フーリエ変換がわかりにくい理由のひとつは，①ωが，今までは

基本振動成分の円振動数すなわち定数 2 /Tω π= として用いられてきたが，こ

こでは変数として用いられる，②全体の変数と積分変数を共通の tが用いられ

る，などである。ここでは，それらの点を改善して解説する。 

g(t)

(b)周期Tの関数

T

T/2 T/2

0

f(t)

ｔ

(a)非周期関数

図18.3　フーリエ変換の考え方

T

T/2 T/2

0
ｔ

T TTT

 

この関数は非周期的であるので，フーリエ級数･フーリエ係数の式(18.25)を

そのままでは適用できない。そこで，図 18.3(b)に示すように，区間 [ ]/ 2, / 2T T−

を切り取り，それが周期的に繰り返す関数 ( )g t を考える。そのフーリエ級数は，

式(18.25)より 

( ) ( )
2

2

1,
Tin t in t

n n T
n

g t c e c g t e dt
T

ω ω
∞

−

−
=−∞

= =∑ ∫  (18.36) 

である。これを上記の理由で， nωを nω で表現すると 

1 2
2 2 2, 2 , , ,n n
T T T
π π πω ω ω= = × = ×" " (18.37) 

である。ここで， nω と 1nω + の差を 
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1
2 1,

2n n T T
π ωω ω ω

π+

∆
∆ = − = ∴ =  (18.38) 

と置くと，式(18.37)は 

1 2, 2 , , ,n nω ω ω ω ω ω= ∆ = ∆ = ∆" " (18.39) 

となる。 

さらに，式(18.36)の積分変数 tを uで表現すると，同式は 

( ) ( )
2

2

1,n n
Ti t i u

n n T
n

g t c e c g u e du
T

ω ω
∞

−

−
=−∞

= =∑ ∫  (18.40) 

となる。式(18.40)の第 1 式を変形し，(18.38)を代入すると 

( ) ( ) 1
ni t

n
n

g t Tc e
T

ω
∞

=−∞

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (18.41) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

1 ,
2

n n
Ti t i u

n n n T
n

g t F e F Tc g u e duω ωω ω ω
π

∞
−

−
=−∞

∴ = ∆ = =∑ ∫  (18.42) 

となる。 

T →∞にすると，式(18.38)より 0ω∆ → となり，飛び飛びの変数 nω が連続の

変数ωになる。そして ( ) ( )g t f t→ となるので，式(18.42)は 

( ) ( ) ( ) ( )1 ,
2 lim ni t i u

T n
f t F e F f t e duω ωω ω ω

π

∞ ∞ −

−∞
→∞ =−∞

= ∆ =∑ ∫  (18.43) 

となる。 

t
a t

Δ t

w(t )

t t1 2 t b

w(t )0

w(t)

0

図18.4　定積分と積和

m

m m+1 t M-1

 

ここで，図 18.4 に示すような実関数 ( )w t の定積分を考える。区間 [ ],a b をM

等分し， ( ) /t b a M∆ = − ， mt a m t= + ∆ とする。 1m mt t t +≤ ≤ において， ( )w t が一

定 ( )mw t と仮定すると，その帯状の面積の a b∼ 間における合計(積和)は，a b∼
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間の定積分の近似である。すなわち 

( ) ( )
1

0

M b

m a
m
w t t w t dt

−

=

∆ ≈∑ ∫  

である。さらに，M →∞にすると，積和は定積分と一致する。 

( ) ( )
1

0
lim

M b

m aM m
w t t w t dt

−

→∞ =

∆ =∑ ∫  (18.44) 

( )w t が複素数の場合も，実部と虚部それぞれの積和の極限も定積分に一致す

るから式(18.43)の第 1 式は 

( ) ( ) ( ) ( )1 ,
2

i t i uf t F e d F f u e duω ωω ω ω
π

∞ ∞ −

−∞ −∞
= =∫ ∫  (18.45) 

となる。この式の第 1 式と第 2 式を，それぞれフーリエ積分とフーリエ変換と

いう。フーリエ積分は，式の誘導からわかるように，周期関数のフーリエ級数

が非周期関数において変化したものである。ωは，フーリエ級数でとびとびの

値 nω をとるのに対して，フーリエ積分では連続変数である。したがって，周期

関数のフーリエ・スペクトルが線スペクトルであるのに対して，非周期関数の

それは連続スペクトルである。 

フーリエ変換はフーリエ係数と同じ意味合いを持っているが，少し異なる。

その点について考察してみよう。フーリエ係数は，式(18.40)より 

( )
2

2

1
n

T i u
n T
c g t e du

T
ω−

−
= ∫  

である。T →∞にすると 0nc = となってしまう。そこで，式(18.42)に示すよう

に， nc に周期Tを乗じたのがフーリエ変換である。フーリエ係数 nc は，周期関

数の周波数(振動数)特性を表している。すなわち，調和振動成分に分解したと

きの各成分の振幅と位相を表している。それに対して，フーリエ変換は，lim nT
Tc

→∞

であるから，非周期関数の周波数特性を表している。ディメンジョンは，加速

度の場合，フーリエ係数は 2m/s (Gal) であるのに対して，フーリエ変換は

m/s(Gal m)⋅ である。 

 非周期関数 ( )f t とフーリエ変換 ( )F ω も一対一に対応している。すなわち，

( )f t から ( )F ω を求めることをフーリエ変換といい，逆に ( )F ω からフーリエ積

分によって ( )f t を求めることをフーリエ逆変換という。 
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例題 18.c フーリエ変換とフーリエ・スペクトル 

非周期関数(図 18.a(1)を参照) 

( )
( )
( )

0 0,

0

t t
f t

t

π

π π

< >⎧⎪= ⎨
≤ ≤⎪⎩

 (a) 

のフーリエ変換とフーリエ・スペクトルを求めよう。この関数は例題 18.a(1)

すなわち例題 18.b の周期関数と tπ π− ≤ < で一致する。 

 フーリエ変換 ( )F ω は，式(18.45)の第 2 式より 

( ) ( ) [ ] 2
00

0F f u du du u
π ππ π π

∞

−∞
= = = =∫ ∫  

( ) ( ) ( )2

00
1i u i u i u i iF f u e du e du e e e

i
π πω ω ω π πωπ πω π

ω ω
∞ − − − − −

−∞
= = = − = − −∫ ∫  

( ) ( ){ }2 cos 1 siniF e iππω πω πω
ω

−∴ = − − −  (b) 

である。フーリエ変換の絶対値は 

( ) ( )2 2 2 2cos 1 sin cos 2cos 1 sinF π πω πω πω πω πω πω
ω ω

= − + = − + +  

( ) ( )2 1 cosF πω πω
ω

∴ = −  (c) 

である。 

 フーリエ・スペクトル ( )F ω を図 18.c(a)に示した。これは縦軸に対して線

対称である。図には，例題 18.b の nc に周期 2T π= を乗じたスペクトルも併記

した。 nc の存在する位置で， nT c と ( )F ω は一致する。これは，この非周期

関数が， 2 2tπ π− ≤ < で例題 18.a(1)の周期関数と一致し， 2 , 2t tπ π< − ≥ で 0 で

あるからである。 
図 18.c(b)に，実数のフーリエ・スペクトルを示した。そのスペクトルの大き

さは 

( ) ( )
( ) ( )

, 0

2 ,2 0
n

n

F T c

F T c

ω ω

ω ω

⎧ =⎪
⎨

≠⎪⎩
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である。したがって， 0ω = で ( )F ω は不連続である。 

0 1 2 3 4 530

円振動数 (rad/s)

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 4 5

5

10

20

10

円振動数 (rad/s)

フーリエ変換

フーリエ変換

(a)複素フーリエ (b)実フーリエ

図18.c　フーリエ・スペクトル

フーリエ係数

フーリエ係数

 

18.4 離散データのフーリエ係数・フーリエ級数，フーリエ変換･フーリエ積

分と高速フーリエ変換 

（１） 周期離散データのフーリエ係数・フーリエ級数 

 観測や実験で得られるデータが連続データであっても，コンピュータで処理

するために，離散化したサンプル値にかえる必要がある。サンプリングする時

間間隔 t∆ をサンプリング周期，その逆数1/ t∆ をサンプリング周波数とよぶ。 

 周期Tの関数 ( )f t が，区間 [ ]0,T で定義されているとする。TをM 等分した

サンプリング周期 t T M∆ = の離散データを考える。その離散データを以下の

ように書き表す。話を単純にするために，M は偶数とする。 

     ( ) ( ) ( )0,1, , 1m mf f m t f t m M= ∆ = = −"  (18.46) 

 フーリエ係数は，式(18.26)より 

( )
0

1
n

T i t
nc f t e dt
T

ω−= ∫  (18.47) 

である。この式で積分される関数 ( ) ni tf t e ω−
は， 1m mt t t +≤ < で一定と仮定すると，

2 /n n Tω π= × より，その時間区分で 

( )
22 2

n n m n

mnin m tin m t ii t i t i m t M tT M
m m m m mf t e f e f e f e f e f e

ππ π
ω ω ω − ∆− ∆ −− − − ∆ ∆≈ = = = =  
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である。したがって，フーリエ係数・式(18.47)は，以下のように近似できる(図

18.4 を参照)。 
2 21 1

0 0

1 1ˆ
mn mnM Mi i
M M

n m m
m m

c f e t f e t
T M t

π π− −− −

= =

= ∆ = ∆
∆∑ ∑  

21

0

1ˆ
mnM i
M

n m
m

c f e
M

π− −

=

∴ = ∑  (18.48) 

これを離散データのフーリエ係数という。 

t

A
1

A
 
c
o
s
(
ω

t
+
θ

)
1

1

-θ /ω1 t

2

A
2

(a)1次振動成分とM=2

Δ t Δ t

T T

(b)2次振動成分とM=2

Δ t Δ t

2

A
 
c
o
s
(
2
ω

t
+
θ

)
2

1 -θ /ω2

図18.5　ナイキスト振動数
 

離散データのフーリエ係数は， nのすべての整数について求まるようにみえ

るが，実は， / 2 / 2M n M− ≤ ≤ しか求まらない。それを実フーリエ級数で説明

しよう。図 18.5(a)と(b)は，それぞれ周期Tの関数の 1 周期における 1 次振動

成分と 2 次振動成分を示している。 n次の振動成分は， cos( )n n nA tω θ+ と表せ

るので，2 つの未知数 ,n nA θ が求まればそれが確定する。同図(a)に示す 1 次振

動成分で，最小 2 つの離散データ( 2M = )があれば，それらの未知数が確定す

る。しかし，同図(b)に示す 2 次振動成分で 2M = の場合，図からわかるように，

この振動成分の最初の 1 周期 / 2T に含まれるデータが 1 つしかないので，それ

らの未知数が確定しない( 4M = であれば確定する)。 

したがって， n次振動成分が確定するためには， 2M n= を必要とする(M を

偶数とした理由)。すなわち，離散データから求めることができる最高次の振動

成分の周期は，サンプリング周期 t∆ の 2 倍 
     2yT t= ∆  (18.49) 

である。また，それに対する振動数と円振動数は 
1 1 1, 2 2

2 2y y y
y

f f
T t t t

πω π π= = = = ⋅ =
∆ ∆ ∆

 (18.50) 
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である。 yf をナイキスト振動数(Nyquist frequency)という。 

したがって，離散データのフーリエ級数・フーリエ係数は，式(18.25)でナイ

キスト振動数すなわち / 2n M≤ を考慮して 

( ) ( )
2 22 1

2 0

1ˆ ˆ ˆ, 0,1, 1
n mnM Mi t i
T M

n n m
n M m

f t c e c f e n M
M

π π− −

=− =

= = = −∑ ∑ "  (18.51) 

である。 

（２） 非周期離散データのフーリエ変換・フーリエ積分 

g(t)

0

f(t)

ｔ

(a)非周期関数

a

図18.6　非周期離散データのフーリエ変換の考え方

a/2a/2

(b)周期aの関数

0
ｔ

a

a/2a/2

g0 M-1g g0

 

図 18.6(a)に示すような非周期関数 ( )f t のサンプリング周期 t∆ の離散データ

mf を考える。 −∞ ∞∼ のデータを用いてフーリエ変換を計算することは，コン

ピュータでも不可能である。そこで，適当な区間 [ / 2, / 2]a a− を切り出し

( a M t= ∆ )，その区間の周期特性によって“ mf のフーリエ変換”の代替とせざ

るを得ない。その周期特性は，[ / 2, / 2]a a− を定義区間とした周期離散データ mg

の周期特性であるから，式(18.51)でTを aに置き換えた 

( ) ( )
2 22 1

2 0

1ˆ ˆ ˆ, 0,1, 1
n

n mnM Mi t i
a M

n m
n M m

g t c e c g e n M
M

π π− −

=− =

= = = −∑ ∑ "  

である。これをフーリエ積分・フーリエ変換の形(式(18.41)・(18.42))に変える
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と 

( ) ( ) ( )
22

2

1ˆ ˆ 0,1, 1
nM i t
a

n
n M

g t ac e n M
a

π

=−

= = −∑ "  

( ) ( )

( ) ( )

22

2

2 21 1

0 0

1ˆ

ˆ 0,1, 1

nM i t
a

n
n M

mn mnM Mi i
M M

n m m
m m

g t F e
a

aF g e t g e n M
M

π

π π

ω

ω

=−

− −− −

= =

⎧
=⎪

⎪∴ ⎨
⎪ = = ∆ = −⎪⎩

∑

∑ ∑ "
 (18.53) 

である。これらが非周期離散データのフーリエ積分とフーリエ変換である。 

ナイキスト円振動数は，式(18.50)に /t a M∆ = を代入すると 

y
M

t a
π πω = =
∆

 (18.54) 

である。したがって，非周期離散データのフーリエ変換は，ωが ω∆ の間隔の

( 0,1, , / 2)n n Mω = " に対してとびとびに求まる。ゆえに，離散データのフーリ

エ変換は，離散スペクトルすなわち線スペクトルとなるが，習慣的に折れ線グ

ラフで表される。これが，われわれが良く見かける地震の地盤加速度などのフ

ーリエ・スペクトルである。 

 離散データのフーリエ級数・フーリエ係数とフーリエ積分・フーリエ変換の

式の誘導からわかるように，フーリエ級数とフーリエ積分は本質的に同じもの

であり，フーリエ係数とフーリエ変換も同様である。 

 

例題 18.d 離散データのフーリエ係数，フーリエ変換とフーリエ・スペクト

ル 

図 18.d(a)と(b)に示す，“周期離散データ mf ( 2 , 8T Mπ= = )”と“非周期離散

データ mg ( 4 , 16a Mπ= = )”について，それぞれフーリエ係数とフーリエ変換

を求め，フーリエ・スペクトルを描こう。 

mf と mg のサンプリング周期は等しく / 4t π∆ = であるので，ナイキスト円振

動数は / 4y tω π= ∆ = である。 

mf の調和振動成分の最高次数は， / 2 8 / 2 4M = = である。各調和振動成分の

円振動数は 

1 2 1 3 1 4 12 2 2 1, 2 2, 3 3, 4 4Tω π π π ω ω ω ω ω ω= = = = = = = = =  
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である。フーリエ係数 ˆnc は，式(18.51)より 
8 1 7

0
0 4

1 1 1ˆ 4
8 8 8 2m
m m

c f ππ π
−

= =

= = = ⋅ =∑ ∑  

0ˆ 2
c π

∴ =  (例題 18.b に示す厳密解と一致) 

30
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(a)周期関数 (b)非周期関数
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フーリエ変換

(c)複素フーリエ・スペクトル

図18.d　離散データのフーリエ・スペクトル

フーリエ係数

 

( ){ }
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8 4 4 4 4 4

1
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8

m mi i i i i i
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m m

c f e e e e e e

i

π π π π π ππ π

π
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⎛ ⎞
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⎝ ⎠
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( )2
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8

c π
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2
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⎝ ⎠
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( )2

1̂ 2 1 1 0.425
8

c π
∴ = − + =   (厳密解は 0.333 ) 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 48 1 7
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π
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4ˆ 0c∴ =   (厳密解と一致) 

である。離散データのフーリエ係数は，高次になるほど厳密解に対して誤差が

大きくなることがわかる。これは，振動成分の 1 周期に対するデータ数が少な

くなるからである。 

mg の調和振動成分の最高次数は / 2 16 / 2 8M = = である。各調和振動成分の円

振動数は 

1 2 1 3 1 4 1

5 1 6 1 7 1 4 1

2 2 4 0.5, 2 1, 3 1.5, 4 2
5 2.5, 6 3, 7 3.5, 4 4
aω π π π ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω ω ω
= = = = = = = = =⎧

⎨ = = = = = = = =⎩
 

である。フーリエ変換 ( )ˆ
nF ω は，式(18.53)より 

( ) ( ) ( )
16 1 11

2 2
0

0 8
0 4 , 0

4 4 4m
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F F g Fπ π πω π π π π
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( )8 0F ω∴ =  

である。 

 図 18.d(c)に ˆnc と ˆ ( )nF ω のフーリエ・スペクトルを示す。ˆnc には周期 2T π= を

乗じてある。離散データのフーリエ変換 ˆ ( )nF ω は，習慣に従って折れ線で示し

た。 

 

（３） 高速フーリエ変換 

フーリエ変換は，サンプリング周期 ( / )t a M∆ = を小さくすれば，短周期の調

和振動成分の周期特性まで求めることができる。また，aを大きくすれば， ω∆

を小さくすることができる。しかし，データが多くなると，フーリエ変換の計

算は，普通の方法では大変に時間がかかる。そのためにさまざまな工夫が行な

われてきた。1965 年，クーリィ(J.W.Cooley)らが，非常に高速でフーリエ変換

を計算する画期的な方法を開発した。これが，高速フーリエ変換(fast Fourier 

transform，FFT)で，現在，地震加速度のフーリエ変換の計算に一般に用いら

れている。これについては詳しく述べないが，計算できる条件は，データ数M

が 2nの場合である。したがって， 2nM = となるように，0 のデータを付け加え

る必要がある。 

動的解析プログラムのフーリエ･スペクトルは，通常，実フーリエ･スペクト

ルではなく，複素フーリエ･スペクトルの振動数が正の部分である。 
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第 7 部 振動学と“標準形固有値問題” 
 

 固有値解析は，モード解析における最も重要な部分である。しかし，ここま

で，この本を読んできた真摯な読者は，それについて，いくつかの釈然としな

い思いが残っているのではないだろうか。たとえば，“モードベクトルの直交性

といっても，質量や剛性マトリックスがはさまれているのはなぜか”あるいは

“正規化とは一般化質量を 1 とするようにモードベクトルの成分を設定するこ

とであるが，もっと具体性のある物理的あるいは幾何学的な説明がないのか”

などである。それらの疑問に答えるために，この章では，“数学的に抽象化され

た標準形固有値問題”を説明する。振動解析あるいは座屈解析の固有値問題は，

コンピューターでは，この標準形に変換されて計算される。 

  

第 19 章 標準形固有値問題 
 

19.1 直交座標変換の座標軸 

n次元ベクトルの 1 次変換 

1 11 12 1 1

2 21 22 2 2

1 2

n

n

n n n nn n

x t t t u
x t t t u

x t t t u

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

"
"

# # # # #
"

 あるいは { } [ ]{ }x T u=  (19.1) 

すなわち 

1 11 12 1 1

2 21 22 2 2

1 2

n

n

n n n nn n

x t t t u
x t t t u

x t t t u

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

"
# # # # #

 

あるいは 

{ } { } { } { } { }1 2 n
x t t t u⎡ ⎤= ⎣ ⎦"  (19.2) 

は，第 8 章で述べたように，変換行列 [ ]T が直交行列である場合， 1 2 nu u u" 座

標系から 1 2 nx x x" 座標系への直交座標変換と考えることができる。習慣的に， 
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1 2 nx x x" 座標系を元の座標系， 1 2 nu u u" 座標系を新しい座標系とする。 

1 2 nu u u" 座標系と 1 2 nx x x" 座標系の幾何学的な関係を求めよう。図 19.1 は，

新しい座標系の 1u 軸を元の座標系の 1 2x x 平面の投影した図である。 

 1u 軸の基本ベクトルを 1 2 nu u u" 座標系の数ベクトルで表すと 

1

2
1

1
0

0

u

n

u
u

e

u

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

JJG
# #

 (19.3) 

である。式(19.3)を(19.2)に代入すると， 1ue
JJG

を 1 2 nx x x" 座標系で表した数ベク

トルが求まる。 

{ }

1 11 12 1 11

2 21 22 2 21
1 1

1 2 1

0

0

n

n
u

n n n nn n

x t t t t
x t t t t

e t

x t t t t

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎧ ⎫
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= = = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

JJG
"

# # # # ##

1

 

すなわち， iu 軸の基本ベクトルを 1 2 nx x x" 座標系で表した数ベクトルは，変

換行列の i列ベクトルである。 

{ } { }

1 1

2 2

i

i
ui ui i

n ni

x t
x t

e e x t

x t

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

JJG JJG
# #

すなわち  (19.4) 

2X

u 1

1X0 1

2

u1→e

図19.1　座標変換

t

t

 

19.2 標準形固有値問題 

以降，2 次元の固有値問題を論じるが，そのまま多次元に拡張できる。 
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（１） 固有値問題の一般形と標準形 

物理上の固有値問題は，振動と座屈の現象において存在する。ここでは，振

動の固有値問題を論じる。2 自由度系の非減衰強制振動の運動方程式は，式

(9.25)から減衰力を除いた 
( )
( )

11 1 11 12 1

22 2 21 22 2

0
0

f tm x k k x
f tm x k k x

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎪ ⎪+ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

��
��

 

あるいは 
[ ]{ } [ ]{ } ( ){ }M x K x f t+ =��  (19.5) 

である。なお，話を単純にするために， [ ]M はランプト･マスとした。 

この連立微分方程式を連成しない方程式群に変換するため問題は，式(10.6)

に示すように，以下の固有値問題に帰結する。 

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

0
0

k k m
k k m

β β
λ

β β
⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫

=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

 あるいは [ ]{ } [ ]{ }K Mβ λ β=  (19.6) 

この固有値問題とは，“剛性マトリックス [ ]K と質量マトリックス [ ]M が与えら

れ，未知の固有値 λとモードベクトル{ }β を求める問題”である。話を明確に

するために，式(19.6)と式(19.5)をそれぞれ一般形固有値問題と一般形連立微分

方程式とよぶことにする。 

 しかし，数学上の固有値問題とは 

11 12 1 1

21 22 2 2

a a
a a

φ φ
λ

φ φ
⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 あるいは [ ]{ } { }A φ λ φ=  (19.7) 

をいう。 λを行列 [ ]A の固有値，{ }φ を固有値 λに対する [ ]A の固有ベクトル，

あるいは単純にそれぞれを行列 [ ]A の固有値と固有ベクトルという。また，固

有値問題を発生する連立微分方程式の問題は 

( )
( )

11 11 12 1

22 21 22 2

b tx a a x
b tx a a x
⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎪ ⎪+ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

��
��

 あるいは { } [ ]{ } { }x A x b+ =��  (19.8) 

である。式(19.7)と式(19.8)をそれぞれ標準形固有値問題と標準形連立微分方程

式とよぶ。なお，数学では標準形固有値問題をただ“固有値問題”とよぶ。 

 幾何学的にみると，図 19.2 に示すように，一般形固有値問題は， 1 2β β 座標

系において，ベクトル{ }β に対する“ [ ]K の 1 次変換”と“ [ ]M の 1 次変換の λ

倍”が一致するように{ }β と λを定めることである。一方，標準形固有値問題
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は， 1 2φφ 座標系において，固有ベクトル{ }φ に対する“ [ ]A の 1 次変換”と“{ }β

の λ倍”が一致するように{ }φ と λを定めることである。 

0

{ 
}

2

一
般
固
有
値
問
題

β
β

β

[
k
]
{
 
}

1β 0

[
A
]
{
 
}

Φ

Φ
λ

{ 
}

標準固有値問題

Φ{ 
}

Φ2

Φ1
λ[M]

{ }β

図19.2　一般形固有値問題と標準形固有値問題
 

 式(19.8)の両辺に任意の定数 kを乗じると 

11 12 1 1

21 22 2 2

a a k k
a a k k

φ φ
λ

φ φ
⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (19.9) 

となる。したがって，固有ベクトルを k倍したベクトルも固有ベクトルである。

すなわち，固有ベクトルは方向だけが定まっているが，大きさと符号は任意で

ある。言い換えれば，固有ベクトルの成分は比率だけが定まっているのである。 

一般形固有値問題は標準形固有値問題に変換することができる。コンピュー

ターでは，通常，標準形固有値問題に変換して計算する。なぜならば，標準形

固有値問題に対するすぐれたプログラムが開発されているからである。 

（２） 対称行列の固有値・固有ベクトル 

 この節では，以降，標準形を論じる。振動学で重要なのは， [ ]A (あるいは

[ ],[ ]K M )が対称行列の場合である。その場合，固有ベクトルの直交性が成り立

つ。以降，対称行列の固有値問題だけを論じる。 

 対称行列の固有値･固有ベクトルを求めよう。式(19.7)の右辺を移項すると 

11 12 1 1 11 12 1 1

21 22 2 2 21 22 2 2

0 1 0 0
,

0 0 1 0
a a a a
a a a a

φ φ φ φ
λ λ

φ φ φ φ
⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫

− = ∴ − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

となる。したがって 

11 12 1

21 22 2

0
0

a a
a a

λ φ
λ φ

−⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥− ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎩ ⎭

 あるいは [ ] [ ]( ){ } { }0A Iλ φ− =  (19.10) 

である。この未知数 1 2,φ φ に関する同次方程式で，自明以外の解が存在するにた

めには，行列式が 
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11 12

21 22

0
a a
a a

λ
λ

−
=

−
 あるいは [ ] [ ] 0A Iλ− =  (19.11) 

でなければならない。固有値は，これを解くことによって求めることができる。

式(19.11)を行列 [ ]A の固有方程式という。[ ]A が n次の行列である場合，固有値

は n個の解 1 2, , , nλ λ λ" が存在する。それらを式(19.10)に代入することによって，

それぞれに対する固有ベクトル 1 2{ } ,{ } , ,{ }nφ φ φ" が求まる。 

固有ベクトルの成分は比率が一定の条件で任意に定めることができる。解析

に最も都合がよく，幾何学的に意味のあるのは，固有ベクトルの大きさを 1 に

する場合である。すなわち 

2 2 2 2 2 2 2 2
11 21 12 22 11 21 12 221, 1, 1, 1φ φ φ φ φ φ φ φ+ = + = ∴ + = + =  

あるいは 

11 11 12 12

21 21 22 22

1, 1
T Tφ φ φ φ

φ φ φ φ
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 あるいは { } { } 1T

i i
φ φ =  (19.12) 

である。これを正規化するという。以降，固有ベクトルはすべて正規化したも

のを用いる。 

 

 例題 19.a 固有値･固有ベクトル 

対称行列
3 1
1 2
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

の固有値と固有ベクトルを求めよう。固有方程式(19.11)より 

3 1
0

1 2
λ

λ
−

=
−

 

   2 5 5 0λ λ∴ − + =  

したがって，1 次と 2 次の固有値は 

     1 21.382, 3.618λ λ= =  (a) 

である。 

固有ベクトルをきめる方程式(19.10)は 

1

2

3 1 0
1 2 0

φλ
φλ

− ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎩ ⎭

 あるいは 
( )

( )
1 2

1 2

3 0

2 0

λ φ φ

φ λ φ

− + =⎧⎪
⎨

+ − =⎪⎩
 (b) 

である。式(b)の右の連立１次方程式に着目すると，係数行列の行列式が 0 であ
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るから，2 つの式は同じである。第 2 式を用いると，1 次と 2 次の固有ベクト

ルの成分 

     11 12
1 2

21 22

2 0.6180, 2 1.618φ φλ λ
φ φ

= − = − = − =  

が求まる。 

正規化した固有ベクトルは，式(19.12)より 

     { } 11
1

21

0.5257 0.5257
0.8507 0.8507

φ
φ

φ
−⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬−⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭
あるいは  (c) 

     { } 12
2

22

0.8507 0.8507
0.5257 0.5257

φ
φ

φ
−⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬−⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭
あるいは  (d) 

である。 

 1 次と 2 次の固有ベクトルの内積を求めてみよう。 

     { } { } { }11 12
1 2

21 22

0.8507
0.5257 0.8507 0

0.5257

Tφ φ
φ φ

φ φ
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= = − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭

i  (e) 

すなわち，対称行列の固有ベクトルは直交する。 

 

（３） 対称行列の対角化 

 “固有ベクトルの直交性”の一般的証明の方法は，10.1(2)項と同様であるの

で，ここでは割愛する。 

1 次と 2 次の固有ベクトルは，式(19.7)より 
[ ]{ } { } [ ]{ } { }1 21 1 2 2

,A Aφ λ φ φ λ φ= =  (19.13) 

が成り立つ。固有ベクトルを列ベクトルとした行列 

[ ] { } { } 11 12
1 2

21 22

φ φ
φ φ

φ φ
⎡ ⎤

⎡ ⎤Φ = = ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎣ ⎦

 (19.14) 

を固有マトリックスという。転置行列 [ ]TΦ と [ ]Φ の積は，固有ベクトルの直交

性と正規化から 

[ ] [ ] { }
{ }

{ } { }
{ } { } { } { }
{ } { } { } { }

[ ]1 1 1 1 2
1 2

2 2 1 2 2

1 0
0 1

T T T
T

T T T I
φ φ φ φ φ

φ φ
φ φ φ φ φ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤Φ Φ = = = =⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (19.15) 

単位行列となる。したがって，正規化した固有マトリックスは直交行列である。 
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行列 [ ]A に右から固有マトリックス [ ]Φ を乗じると 

[ ][ ] [ ] { } { } [ ]{ } [ ]{ }1 2 1 2
A A A Aφ φ φ φ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Φ = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (19.16) 

となる。この式に(19.13)を代入すると 

[ ][ ] { } { }1 21 2
A λ φ λ φ⎡ ⎤Φ = ⎣ ⎦  (19.17) 

となる。行列と固有ベクトルの積が，固有ベクトルの固有値倍になることに着

目すべきである。 

この式に左から固有マトリックス [ ]TΦ を乗じると 

[ ] [ ][ ] { }
{ }

{ } { }
{ } { } { } { }
{ } { } { } { }

1 21 1 1 1 2
1 21 2

1 22 2 1 2 2

T T T
T

T T TA
φ λ φ φ λ φ φ

λ φ λ φ
φ λ φ φ λ φ φ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤Φ Φ = =⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

[ ] [ ][ ] [ ]1

2

0
0

T A
λ

λ
⎡ ⎤

∴ Φ Φ = ≡ Λ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (19.18) 

対角行列となる。 

以上のことから，行列 [ ]A の“正規化した固有マトリックス”には，重要な

性質がある，すなわち①固有マトリックスは直交行列であり， [ ] [ ]TΦ Φ は単位

行列となる，② [ ] [ ][ ]T AΦ Φ は固有値を成分とした対角行列となる。 

（４） 連立微分方程式を連成しない微分方程式への変換  

対称行列の対角化の応用例として，“2 次曲線の標準化”もあるが，ここでは，

振動学と直接関係がある，標準形連立微分方程式 (19.8)を連成しない方程式群

に変換する方法を考えてみよう。 

元の変数{ }x と 1 次変換の関係にある新しい変数{ }u  

1 11 12 1

2 21 22 2

x u
x u

φ φ
φ φ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭
 あるいは { } [ ]{ }x u= Φ  

すなわち 

1 11 12 1

2 21 22 2

x u
x u

φ φ
φ φ

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
 あるいは { } { } { } { }1 2

x uφ φ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (19.19) 

を導入する。ただし，[ ]Φ は正規化した固有マトリックスである。[ ]Φ は直交行

列であるから，式(19.19)は直交座標変換でもある。したがって， 1u 軸と 2u 軸の
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基本ベクトルを 1 2x x 座標系の数ベクトルで表すと，それぞれ 1{ }φ と 2{ }φ である。 

式(19.19)を(19.8)に代入すると  

11 12 1 11 12 11 12 1 1

21 22 2 21 22 21 22 2 2

u a a u b
u a a u b

φ φ φ φ
φ φ φ φ
⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

+ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

��
��

  

あるいは 
[ ]{ } [ ][ ]{ } { }u A u bΦ + Φ =��  (19.20) 

となる。さらに，左から固有マトリックスの転置 [ ]TΦ を乗じると 

11 12 11 12 1 11 12 11 12 11 12 1

21 22 21 22 2 21 22 21 22 21 22 2

11 12 1

21 22 2

T T

T

u a a u
u a a u

b
b

φ φ φ φ φ φ φ φ
φ φ φ φ φ φ φ φ

φ φ
φ φ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
+⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

⎡ ⎤ ⎧ ⎫
= ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎩ ⎭

��
��

 

となる。この式に(19.15)・(19.18)を代入すると 

1 1 1 11 12 1

2 2 2 21 22 2

01 0
00 1

Tu u b
u u b

λ φ φ
λ φ φ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎡ ⎤
+ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

��
��

 

となる。ゆえに 

1 1 1 11 12 1

2 2 2 21 22 2

0
0

Tu u b
u u b

λ φ φ
λ φ φ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
+ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

��
��

 あるいは 
1 1 1 11 1 21 2

2 2 2 12 1 22 2

u u b b
u u b b

λ φ φ
λ φ φ

+ = +⎧
⎨ + = +⎩

��
��

 

あるいは 

{ } [ ]{ } [ ] { }Tu u b+ Λ = Φ��  (19.21) 

となる。 

これが，連立微分方程式(19.8)を連成しない微分方程式に変換する仕組みで

ある。ここで着目すべきことは，式(19.8)の左辺の第 2 項の行列 [ ]A の対角化が

行われると同時に，第 1 項においても変数変換(式(19.20))によって生じた行列

[ ]Φ も対角化(単位行列)されていることである。 

 

19.3 標準形固有値問題からみたモード解析 

2 自由度系の非減衰強制振動を標準形固有値問題に変換して解析し，幾何学

的意味を考察してみよう。 

その運動方程式(19.5)を再掲すると 
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( )
( )

11 1 11 12 1

22 2 21 22 2

0
0

f tm x k k x
f tm x k k x

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎪ ⎪+ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

��
��

 (19.22) 

である。この式を標準形連立微分方程式にするためには，質量マトリックス [ ]M

が単位マトリックスになるように，式(19.22)を変換する必要がある。 

[ ]M は対角行列であるので 

1 11

2 2 2

0 00
0 0 0

m mm
m m m

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (19.23) 

である。また，逆行列と行列の積は単位行列であるので 

1

1 1

2 2

0 0 1 0
0 10 0

m m

m m

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

1 1

2 2

1 0 01 0
0 1 0 1 0

m m

m m

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
∴ = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (19.24) 

である。式(19.22)の第 1 項に(19.23)を，第 2 項に(19.24)を代入すると 

( )
( )

1 1 1

22 2

1 1 111 12 1

221 22 22 2

0 0

0 0

1 0 0

0 1 0

m m x
xm m

m m f tk k x
f tk k xm m

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎪ ⎪+ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎣ ⎦

��
��

 

( )
( )

1 1 1 11 1 12 2 1 1 1

22 2 2 21 1 22 2 2 2

0

0

m m x k m k m m x f t
f tm m x k m k m m x

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪∴ + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

��

��
 

となる。ここで変数を変換する。すなわち 

( )
( )

1 11 1 12 2 111

2222 21 1 22 2

0

0

m k m k m f tXX
f tXXm k m k m

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎪ ⎪+ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎣ ⎦

��
��  (19.25) 

1 1 1 2 2 2,X m x X m x= =  (19.26) 

である。新しい変数 1 2,X X を元の変位 1 2,x x に対して標準形変位とよぶことにす
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る。 

式(19.25)の左から 

1

1 1

2 2

0 1 0

0 0 1

m m

m m

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

を乗じると 

( )
( )

1 11 1 12 2 11

22 2 21 1 22 2

1 1

22

1 01 0
0 1 0 1

1 0

0 1

m k m k m XX
XX m k m k m

m f t
f tm

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤
+ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎢ ⎥ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎣ ⎦

��
��

 

( )
( )

1 111 1 12 1 2 11

22 2 221 1 2 22 2

f t mk m k m m XX
XX f t mk m m k m

⎧ ⎫⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎪ ⎪∴ + =⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭

��
��  (19.27) 

となる。この式を書き換えると 

11 12 1 11

21 22 2 22

a a X bX
a a X bX

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
+ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭

��
��  (19.28) 

( )
( )

1 111 1 12 1 211 12 1

21 22 2 2 221 1 2 22 2

,
f t mk m k m ma a b

a a b f t mk m m k m

⎧ ⎫⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎪ ⎪= =⎢ ⎥ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭

 (19.29) 

となる。したがって，一般形連立微分方程式(19.22)を標準形連立微分方程式

(19.8)へ変換できたわけである。 

標準形固有値問題･式(19.7)を解くことによって，標準形変位と基準座標{ }u

の変数変換式 

1 11 12 1

2 21 22 2

X u
X u

φ φ
φ φ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭
 あるいは { } { } { } { } [ ]{ }1 2

X u uφ φ⎡ ⎤= = Φ⎣ ⎦  (19.30) 

が求まる。ここで， [ ]Φ は固有マトリックスである。 

 モードマトリックスを求めよう。式(19.30)に(19.26)を代入すると 

1 1 11 12 1

21 22 22 2

m x u
um x

φ φ
φ φ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎪ ⎪ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭
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11 1 12 11 1

2 221 2 2 2

m mx u
x um m

φ φ

φ φ

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫
∴ = ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
 (19.31) 

となる。したがって，一般形固有値問題のモードマトリックスは 

[ ] { } { } 11 1 12 111 12
1 2

21 22 21 2 2 2

m m

m m

φ φβ β
β β

β β φ φ

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎡ ⎤Β = = = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (19.32) 

である。 
一般形では，正規化とは一般化質量が 1 であることを示そう。式(19.32)の両

辺に
1

2

0

0

m

m

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

を乗じると 

1 1 11 1 12 111 12

21 222 2 21 2 2 2

0 0

0 0

m m m m

m m m m

φ φβ β
β β φ φ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

[ ] { } { } 1 11 1 1211 12
1 2

21 22 2 21 2 22

m m

m m

β βφ φ
φ φ

φ φ φ β

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎡ ⎤∴ Φ = = = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (19.33) 

となる。正規化の条件である式(19.12)に(19.33)を代入すると 

1 11 1 11 1 111 11

21 212 21 2 21 2 2

0 0
1, 1

0 0

TT
m m m m

m m m m

β β β β
β ββ β

⎛ ⎞⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎜ ⎟= ∴ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
 

1 111 11

21 212 2

0 0
1

0 0

TT m m

m m

β β
β β

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎜ ⎟∴ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
 

1 111 11 11 1 11

21 21 21 2 212 2

0 0 0
1, 1

00 0

T Tm m m
mm m

β β β β
β β β β

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎜ ⎟∴ = ∴ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
 

すなわち，一般化質量が 

{ } [ ]{ } 1T

i i
Mβ β =  (19.34) 
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である。すなわち，固有ベクトルを正規化するとは，今までに述べたように，

一般形固有値問題で一般化質量を 1 にすることである。 

 

例題 19.b 標準形固有値解析とその幾何学的意味 

（１） 標準形固有値解析 

 図 6.2 に示す条件に対して，標準形固有値問題に変換して解析してみよう。

すなわち 

[ ] [ ]11 12 1

21 22 2

02 2 0
,

0 0
k k mk k m

K M
k k mk k m

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (a) 

である。これらを式(19.26)・(19.29)に代入すると 

1 1 2 22 ,X mx X mx= =  (b) 

[ ] { } ( )
( )

111 12 1

21 22 2 2

22
,

2

f t ma a bk m k m
A b

a a b f t mk m k m

⎧ ⎫⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎪ ⎪= = = =⎢ ⎥ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
−⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭

 (c) 

となる。したがって，標準形連立微分方程式は，式(19.28)より 

( )
( )

111

22 2

22

2

f t mXk m k mX
XX f t mk m k m

⎧ ⎫⎡ ⎤−⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎪ ⎪+ =⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
− ⎩ ⎭⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭

��
��  

あるいは 

{ } [ ]{ } { }X A X b+ =��  (d) 

となる。 

行列 [ ]A の固有方程式(19.11)は 

2
0

2

k m k m

k m k m

λ

λ

− −
=

− −
 

2 2 2 0k m k mλ λ∴ − ⋅ + =  (e) 

である。ゆえに，1 次と 2 次の固有値は 

1 2
1 11 , 1
2 2
k k
m m

λ λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (f) 

である。 
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 式(19.10)は 
( ) ( )21 1 22 2 1 2 22 210,a a a aφ λ φ φ φ λ+ − = ∴ = − −  

( ) ( )1 2 2k m k mφ φ λ∴ = −  (g) 

である。この式に(f)を代入すると 

11 21 12 221, 1φ φ φ φ= = −  (h) 

となる。正規化すると，1 次と 2 次の固有ベクトルは 

11 12

21 22

1 2 1 2
,

1 2 1 2

φ φ
φ φ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫−⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (i) 

となる。 

したがって，固有マトリックスと変数変換式は 

11 12 1 1

21 21 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2
,

1 2 1 2 1 2 1 2

X u
X u

φ φ
φ φ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (j) 

となる。連成し方程式群は，式(19.21)より 

( )
( )

( )
( )

1 1

2 2

1

2

1 1 2 0

0 1 1 2

21 2 1 2

1 2 1 2

k mu u
u uk m

f t m

f t m

⎡ ⎤−⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎢ ⎥+⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭+⎢ ⎥⎣ ⎦
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎪ ⎪= ⎢ ⎥ ⎨ ⎬

−⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭

��
��

 (k) 

である。 

 モードマトリックスは，式(19.32)より下式となる。 

[ ] 11 12

21 22

1 2 1 2

1 2 1 2

m m

m m

β β
β β

⎡ ⎤−⎡ ⎤
Β = = ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 (l) 

（２） 幾何学的意味 

 実際に数値を代入して幾何学的意味を考察してみよう。 10000kgm = ，

30000kN/mk = とし，時刻 0t = における元の変位と加速度を，それぞれ 

1 1 2

2 2

0.012 5
m, m s

0.020 5
x x

x x
x x

−⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= = = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬−⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭

G G ��
��

��
 (m) 

とする。 

標準形変位 1 2,X X と基準座標 1 2,u u の関係は，式(j)より 
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1 11 12 1 11 12

2 21 22 2 21 22

1 2 1 2
,

1 2 1 2

X u
X u

φ φ φ φ
φ φ φ φ

⎡ ⎤−⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 (n) 

である。式(19.4)より， 1u 軸と 2u 軸の基本ベクトルを 1 2X X 座標系の数ベクトル

で表すと 

11 12
1 2

21 22

1 2 1 2
,

1 2 1 2
u ue e

φ φ
φ φ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫−⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

JJG JJG
 (0) 

である。したがって，原点を共有させて， 1 2X X 座標系と 1 2u u 座標系を同時に描

くと図 19.b(a)となる。すなわち， 1 2u u 座標系は， 1 2X X 座標系を / 4π 回転させ

た座標系である。図 19.b(a)を共通座標系とよぶことにする。 

1X

→ X

1

u 1

X

1u

2u

u 1‥

‥ 2u
u 2

→‥
X 2X
‥

1X
‥

2X
2X

スケ ー ル

1X

2X

2u

0

(a)座標軸の関係

u 1

11ΦΦ12

Φ21Φ22

11

Φ :1

(b)変位と加速度

X,u:1m･㎏1/2

ス ケ ー ル

→ Q

2X u 1

1X

(c)力のつり合い

→ f

→
F2u

図 19.b　各ベクトルの幾何学的意味

1/2‥‥
2X,u:1000kg　 ･m/s ,

→ → →
Q,F,f:100kN

1/2X,u:100m･㎏

 

標準形の加速度は，式(b)を 2 回微分した 

1 1 2 22 ,X mx X mx= =�� ���� ��  (p) 

である。したがって，標準形の変位と加速度は，式(b)と(p)より，それぞれ 

1 1 1 2

2 2

1 1 2 21

2 2

20000 1.697
kg m

2.00010000

20000 707.1
kg m s

500.010000

X x
X

X x

xX
X

X x

⎧ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ = = = ⋅⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎪ ⎩ ⎭
⎨

⎧ ⎫ −⎧ ⎫⎪ ⎧ ⎫⎪ ⎪= = = ⋅⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ −⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎪ ⎩ ⎭⎩

JJG

JJG �� ����
�� ��

 (q) 

である。式(n)は，元の変位と標準形の変位の座標変換である。また，式(n)を 2

回微分すると 
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11 12 11

21 22 22

uX
uX

φ φ
φ φ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎩ ⎭

�� ��
�� ��

 (r) 

となるから，この式は，元の加速度と標準形の加速度の座標変換である。した

がって，標準形の変位と加速度は，図 19.b(b)に示すように，共通座標系で表

わすことができる。 

 復元力Q
JG
と慣性力 F

JG
は，式(19.22) ・(19.25)より 

11 1 12 21 1 11 12 1

2 2 21 22 221 1 22 2

11 1 1 1

2 2 2 21

0 0
00

X

X

X

X

k m k mQ X k k x
Q

Q X k k xk m k m

mF X m x
F

F X m xm

⎧ ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ = = =⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎪ ⎣ ⎦
⎨

⎡ ⎤⎪ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
= = =⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎪ ⎣ ⎦⎩

JG

JG
 (s) 

1

2

1

2

60000 30000 0.012 120
kN

30000 30000 0.020 240

20000 0 5 100000 100
N kN

0 10000 5 50000 50

X

X

X

X

Q
Q

Q

F
F

F

⎧ −⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎩ ⎭∴ ⎨

−⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ = = − = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ −⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭⎩

JG

JG
 (t) 

である。Q
JG
と F
JG

は，それぞれ標準形の変位{ }X と加速度{ }X�� の“ 1 2X X 座標系

における 1 次変換”であるから， 1 2X X 座標系に描くことができる。さらに，

{ }X と{ }X�� はそれぞれ{ }u と{ }u�� の座標変換であるから，Q
JG
と F
JG

は，図 19.b(c)

に示すように，共通座標系で表すことができる。なお，復元力の正方向は他の

力の逆方向であることに注意する。 

 力のつり合いは，外力を f
JG
とすると，式(19.25)より 

Q F f= +
JG JG JG

 (u) 

と表すことができるから，それら 3 つの力で三角形が形成される。 
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あとがき 
 

通常、ある理論を理解する過程として、三つの段階を経なければなりません。

すなわち、①努力しているにもかかわらず、その理論のどこがわからないこと

さへわからない段階、②何かをきっかけとして概念を理解し、わかってきたよ

うな気持ちになる段階、③本等を参考としながら、思索により深い理解に達す

る段階です。②の段階、すなわち理論の概念を理解する段階に達すれば、③の

段階に至ることは、熱意を必要としますがさほど困難ではないと思います。し

かしながら、②の段階に達するのは、難しい理論であればあるほど困難である

のが実状です。 

技術者が実務で必要としている振動学の内容は、かなり高度で広範囲である

と思います。この本は、そのような振動学の概念を理解するための一助となる

ことを目的としました。そのために、振動学およびそれに必要な数学について、

概念のイメージがわくように、多少厳密性や一般性を犠牲にしても、具体的な

説明をするように努めました。一人の方でも、この本によって振動学の概念を

把握することができたならば，幸いであると思っています。 

長きにわたるセミナーにつきあっていただきまして有難うございました。 

 

 2004 年 4 月 21 日 

著者 竹名 興英 

温 留漢 

亀岡 裕行 
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